
建筑施工城镇建设 Urban and Rural Studies

94 2020·07

摘要：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法

下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层土中桩身位移及内力的

解析解计算公式，以及多层土中的桩身位移及内力的解析解计算

公式。对多层土中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算

成单一土层的m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供

相关专业人员编制excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位

移和内力。

关键词：弹性桩；“m”法；多层土；单层土；幂级数解

一、引言

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，

在桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载

能力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、土侧

压力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能

力，为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中已给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层土中桩的内力和位移计算

进行了详细的推导，并将公式推广至多层土的计算中。

二、单层土中桩的内力和位移分析

横向荷载作用下桩身内力与位移计算，采用文克尔

（Winker）弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中，取图1所示的坐标系统，各变量

的号规定如下：横向力H指向x轴正向时为正，弯矩M使桩身左侧

纤维受拉时为正，横向位移x移向x轴正向时为正，桩身截面转角

φ逆时针转动时为正。

图1 基桩分析图式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一土

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
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弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

		  (01)

式（01）中
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用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：
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pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3
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将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5
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an (04) 
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式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：
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O

，A3k(az) =
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析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。
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一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。
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弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
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式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，
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力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制
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弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计
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＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
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5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an
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式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：
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xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：
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式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：
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 ~ 1 (Oz)
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，A3k(az) =
A 1k(az)
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a3

，(k = 1,2,3,4)
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桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O
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zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：
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xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
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= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：
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式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
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，A3k(az) =
A 1k(az)
a2
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，(k = 1,2,3,4)
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弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。
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号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
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为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以
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|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

在
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摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

处的幂级数展开表达式为：
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摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。
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一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
  

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

 
|
 

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x_(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

		  （02）
式（02）中
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析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

为待定系数。

由材料力学知：
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羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

		  （03）

将式（2）带入式（1）中得
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摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

，且有以下递推关系式：
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摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

		  （04）
由式（02）、（03）、（04）求得：
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摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
  

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x_(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

	（05）

对
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摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

求导可得：
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何 伟

湖南省公路设计有限公司

摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

	（06）
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摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 '

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xo、p = po、M = Mo和H = Ho。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=o

zn (02) 

式(02)中ao , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

 
 
{

 
 
xo = x(0) = ao
po = x~(0) = a1
Mo

EI
=  x (0) = 2a2

Ho
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xoA11(az) +
po
a
A12(az) +

Mo

a2EI
A13(az) +

Ho
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xoA21(az) +
po
a
A22(az) +

Mo

a2EI
A23(az) +

Ho
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xoA31(az) +
po
a
A32(az) +

Mo

a2EI
A33(az) +

Ho
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xoA41(az) +
po
a
A42(az) +

Mo

a2EI
A43(az) +

Ho
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

	 （07）
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摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

 
|
 

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

	 （08）

式（05）～（08）中

1

撞间商戴下弹栓派的内力徊位移翁析�

何 伟

湖南省公路设计有限公司

摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

十六个系数为计算截
面坐标z的函数，称为影响函数，可根据换算深度
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摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。

羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

（无量纲）

计算。
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羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

的表达式，可根据式（03）、式（4）求

得，
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一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

的表达式，可对
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羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 '

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xo、p = po、M = Mo和H = Ho。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=o

zn (02) 

式(02)中ao , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

 
 
{

 
 
xo = x(0) = ao
po = x~(0) = a1
Mo

EI
=  x (0) = 2a2

Ho
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xoA11(az) +
po
a
A12(az) +

Mo

a2EI
A13(az) +

Ho
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xoA21(az) +
po
a
A22(az) +

Mo

a2EI
A23(az) +

Ho
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xoA31(az) +
po
a
A32(az) +

Mo

a2EI
A33(az) +

Ho
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xoA41(az) +
po
a
A42(az) +

Mo

a2EI
A43(az) +

Ho
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：

求导得
出：

1

撞间商戴下弹栓派的内力徊位移翁析�

何 伟

湖南省公路设计有限公司

摘 霎：本文根据文克尔（Winker）弹性地基梁法及“m”法下的桩基挠曲基本微分方程，推导了单层士中桩身位移及内力的解

析解计算公式，以及多层士中的桩身位移及内力的解析解计算公式。对多层士中，通过算例，对按本文公式计算与按规范折算成单一

士层的 m值计算的位移和内力进行了比对。文中公式可供相关专业人员编制 excel表格或编制计算机程序用于计算桩身位移和内力。
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一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
 .

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

C
|
{

|
 
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = 2a2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

 2 (Oz) =
 ~ 1 (Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，(k = 1,2,3,4)

具体表达式如下：具体表达式如下：

表1-1 

2

表 1-1 A11(az)~A14(az)计算表达式

A11(az)� 1 + 
(-1)n -  (5k - 4)n

k=1

(5n)!

O

n=1

(az)5n

A12(az) az + 
(-1)n -  (5k - 3)n

k=1

(5n + 1)!

O

n=1

(az)5n+1

A13(az)
(az)2

2
+ 

(-1)n -  (5k - 2)n
k=1

(5n + 2)!

O

n=1

(az)5n+2

A14(az)
(az)3

6
+ 

(-1)n -  (5k - 1)n
k=1

(5n + 3)!

O

n=1

(az)5n+3

表 1-2 AZ1(az)~AZ4(az)计算表达式

A21(az)�  
(-1)n -  (5k - 4)n

k=1

(5n - 1)!

O

n=1

(az)5n-1

A22(az) 1 + 
(-1)n -  (5k - 3)n

k=1

(5n)!

O

n=1

(az)5n

A23(az) az + 
(-1)n -  (5k - 2)n

k=1

(5n + 1)!

O

n=1

(az)5n+1

A24(az)
(az)2

2
+ 

(-1)n -  (5k - 1)n
k=1

(5n + 2)!

O

n=1

(az)5n+2

表 1-3 A31(az)~A34(az)计算表达式

A31(az)�  
(-1)n -  (5k - 4)n

k=1

(5n - 2)!

O

n=1

(az)5n-2

A32(az)  
(-1)n -  (5k - 3)n

k=1

(5n - 1)!

O

n=1

(az)5n-1

A33(az) 1 + 
(-1)n -  (5k - 2)n

k=1

(5n)!

O

n=1

(az)5n

A34(az) az + 
(-1)n -  (5k - 1)n

k=1

(5n + 1)!

O

n=1

(az)5n+1

表 1-4 A41(az)~A44(az)计算表达式

A41(az)�  
(-1)n -  (5k - 4)n

k=1

(5n - 3)!

O

n=1

(az)5n-3

A42(az)  
(-1)n -  (5k - 3)n

k=1

(5n - 2)!

O

n=1

(az)5n-2

A43(az)  
(-1)n -  (5k - 2)n

k=1

(5n - 1)!

O

n=1

(az)5n-1

A44(az) 1 + 
(-1)n -  (5k - 1)n

k=1

(5n)!

O

n=1

(az)5n

将式(5)~(8)式写成矩阵形式：

X(a, z) = A(az)X(a, 0) (09) 

上式中：

X(a, 0) = (xo，
g 
o
，

m 
o   
，

H 
o3  

)T称为桩顶z = 0处桩身的

位移与内力向量，单位为 m：

X(a, z) = (x(z)， g(z)
o
，

m(z)
o   
，

H(z)
o3  

)T为深度z处桩身的位移

与内力向量：

A(az)为深度z处 16个影响函数组成的 4X4阶方阵函数，其
表达式如下，为简化书写，下式中代A表示A(az)，Aij表示Aij(az)：

A =

 

  
 
 

A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

A41 A42 A43 A44)

ll
l
\

(10) 

A(az)的逆矩阵为：

A-1 =

 

  
 
 

A44 -A34    A24 -A14

-A43 A33 -A23    A13

   A42 -A32    A22 -A12

-A41 A31 -A21    A11)

ll
l
\

(11) 

实际工程中桩顶荷载Mo和Ho是己知的，桩顶位移xo和po是
未知的，根据桩底的边界条件确定。

设桩长为 l，桩底的位移和内力向量表示为X(a, l) =

(xl，
gl
o
，

ml

o   
，

Hl
o3  

)T，根据不同的边界条件确定取值，详见下

表：

表 2 派底边界系样
边界� xl pl Ml Hl
自由 xl pl 0 0 

考虑桩底弯矩 xl pl - o lpl 0
嵌固 0 0 Ml Hl

将边界条件带入式(09)即可解四元一次方程，求得桩顶位移

xo和po，经计算可得：

X(a, 0) =

 

 
 
 

6mx 6Hx

6mg 6Hg

1 0

0 1 )

l
l
\

 

 
 
 

Mo

a2E 

Ho
a3E )

l
l
\

(12) 

式(12)中6mx，6Hx，6mg，6Hg是al的函数，且与边界条件有

关，将式(12)带入式(09)，即可求得深度z处桩身的位移与内力向

量X(a, z)。

计算表明，当桩长l满足al Z 4时，无论按自由、考虑桩底弯

矩或嵌固等边界条件计算得出的6mx，6Hx，6mg，6Hg都分别趋

于同一定值，即：6mx ~ 1.6194，6Hx ~ 2.4292，6mg ~ -1.746 ，

6Hg ~ -1.6194。故当al Z 4时，可直接将以上数值带入式(12)

中求得xo和po。

至此，单层士中桩的内力和位移分析己经完成，下面根据以

上分析结果推广至多层士中。

三 .爹层土中派的的内力徊位移翁析
如图 1 所示，在多层士中，设士层 i 的层底标高为zi，地基

水平抗力系数的比例系数为mi，相应的桩基变形系数为ai。

士层(i - 1)的层底深度zi-1处的桩身的位移与内力向量，在

士层(i - 1)中为X(ai-1, zi-1)，在士层 i中为X(ai, zi-1)。则：

X(ai, zi-1) = Ki-1X(ai-1, zi-1) (13) 

上式中：

Ki-1 =

 

 
 
 

1
oi-1
oi

(
oi-1
oi

O
2

(
oi-1
oi

O
3

)

l
l
\

根据式(09)可知，同一士层中深度z处X(a, z)与深度zI处

X(a, zI)满足以下关系式：

X(a, 0) = A-1(az)X(a, z)

= A-1(azI)X(a, zI)

即：

X(a, zI) = A(azI)A-1(az)X(a, z) (14) 

由式(14)可知，士层 i中深度z(zi-1 S z S zi)处的桩身的位移

计算表达式
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羌腥词：弹性桩：“m”法：多层士：单层士：幂级数解

一 引富

桩基础是我国桥梁建设中应用最为广泛的一种基础形式，在

桩基的设计过程中，除了要考虑在竖向荷载下桩基的竖向承载能

力，还需要考在虑横向荷载（包括汽车制动力、温度力、士侧压

力、风荷载及地震作用等）作用下，桩基的抗弯、抗剪承载能力，

为此我们需要分析桩基在横向荷载下的作用效应。

事实上，相关教材及规范中己给出了基本计算原理，并编制

了详细的计算表格供设计人员查算，但并未给出表格参数的计算

公式，本着加深对教材规范的理解，本文根据文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法假定，对单层士中桩的的内力和位移计

算进行了详细的推导，并将公式推广至多层士的计算中。

＝ .串层土中派的的内力徊位移翁析
横向荷载作用下桩身内力与位移计算,采用文克尔（Winker）

弹性地基梁法及“m”法。

在公式推导及计算过程中,取图 1 所示的坐标系统,各变量的

号规定如下:横向力 H指向 x轴正向时为正,弯矩M使桩身左侧纤

维受拉时为正,横向位移 x 移向 x 轴正向时为正,桩身截面转角 $

逆时针转动时为正。

目 1 皇派翁析目式

根据材料力学原理，在小变形假定及平截面假定下，单一士

层中，桩基的挠曲线微分方程为：
d4x
dz4

+ a5zx = 0 (01) 

式(01)中O =  mb
EI

5
为桩的变形系数，EI 为桩的抗弯刚度，b

为桩的计算宽度，m为地基水平抗力系数的比例系数。

式(01)是四阶、线性、变系数、齐次微分方程微分方程,可以

用幂级数解法近似求解。求解时,需利用桩顶边界条件，即z = 0时，

x = xO、p = pO、M = MO和H = HO。

令桩身水平位移函数x(z)在z = 0处的幂级数展开表达式为：

x(z) = an

O

n=O

zn (02) 

式(02)中aO , a1 ,  , an , 为待定系数。

由材料力学知：

 
 
 

 
(
xO = x(0) = aO
pO = x~(0) = a1
MO

EI
=  x (0) = Za2

HO
EI
= x~(0) = 6a3

 (03) 

将式(2)带入式(1)中得a4 = 0，且有以下递推关系式：

an+5 =
-a5

(n + 5)(n + 4)(n + 3)(n + Z)
an (04) 

由式(02)、(03)、(04)求得：

x(z) = xOA11(az) +
pO
a
A12(az) +

MO

a2EI
A13(az) +

HO
a3EI

A14(az) (05) 

对x(z)求导可得：
p(z)
a

= xOA21(az) +
pO
a
A22(az) +

MO

a2EI
A23(az) +

HO
a3EI

A24(az) (06) 

M(z)
a2EI

= xOA31(az) +
pO
a
A32(az) +

MO

a2EI
A33(az) +

HO
a3EI

A34(az) (07) 

H(z)
a3EI

= xOA41(az) +
pO
a
A42(az) +

MO

a2EI
A43(az) +

HO
a3EI

A44(az) (08) 

式(05)~(08)中A11(az)~A44(az)十六个系数为计算截面坐

标 z的函数,称为影响函数，可根据换算深度az（无量纲）计算。

A11(az)~A14(az)的表达式，可根据式(03)、式(4)求得，

A21(az)~A44(az)的表达式，可对A11(az)~A14(az)求导得出：

A2k(Oz) =
A~ 1k(Oz)
O

，A3k(az) =
A 1k(az)
a2

，A4k(az) =
A~1k(az)
a3

，( = 1,Z,3,4)

具体表达式如下：

2

表 1-1 A11(az)~A14(az)计算表达式

A11(az)� 1 + 
(-1)n -  (5k - 4)n

k=1

(5n)!

O

n=1

(az)5n

A12(az) az + 
(-1)n -  (5k - 3)n

k=1

(5n + 1)!

O

n=1

(az)5n+1

A13(az)
(az)2

2
+ 

(-1)n -  (5k - 2)n
k=1

(5n + 2)!

O

n=1

(az)5n+2

A14(az)
(az)3

6
+ 

(-1)n -  (5k - 1)n
k=1

(5n + 3)!

O

n=1

(az)5n+3

表 1-2 AZ1(az)~AZ4(az)计算表达式

A21(az)�  
(-1)n -  (5k - 4)n

k=1

(5n - 1)!

O

n=1

(az)5n-1

A22(az) 1 + 
(-1)n -  (5k - 3)n

k=1

(5n)!

O

n=1

(az)5n

A23(az) az + 
(-1)n -  (5k - 2)n

k=1

(5n + 1)!

O

n=1

(az)5n+1

A24(az)
(az)2

2
+ 

(-1)n -  (5k - 1)n
k=1

(5n + 2)!

O

n=1

(az)5n+2

表 1-3 A31(az)~A34(az)计算表达式

A31(az)�  
(-1)n -  (5k - 4)n

k=1

(5n - 2)!

O

n=1

(az)5n-2

A32(az)  
(-1)n -  (5k - 3)n

k=1

(5n - 1)!

O

n=1

(az)5n-1

A33(az) 1 + 
(-1)n -  (5k - 2)n

k=1

(5n)!

O

n=1

(az)5n

A34(az) az + 
(-1)n -  (5k - 1)n

k=1

(5n + 1)!

O

n=1

(az)5n+1

表 1-4 A41(az)~A44(az)计算表达式

A41(az)�  
(-1)n -  (5k - 4)n

k=1

(5n - 3)!

O

n=1

(az)5n-3

A42(az)  
(-1)n -  (5k - 3)n

k=1

(5n - 2)!

O

n=1

(az)5n-2

A43(az)  
(-1)n -  (5k - 2)n

k=1

(5n - 1)!

O

n=1

(az)5n-1

A44(az) 1 + 
(-1)n -  (5k - 1)n

k=1

(5n)!

O

n=1

(az)5n

将式(5)~(8)式写成矩阵形式：

X(a, z) = A(az)X(a, 0) (09) 

上式中：

X(a, 0) = (x0，
gO
o
，

mO
oPEI
，

HO
o3EI

)t称为桩顶z = 0处桩身的

位移与内力向量，单位为 m：

X(a, z) = (x(z)， g( )
o
，

m( )
oPEI
，

H( )
o3EI

)t为深度z处桩身的位移

与内力向量：

A(az)为深度z处 16个影响函数组成的 4X4阶方阵函数，其
表达式如下，为简化书写，下式中代A表示A(az)，Aij表示Aij(az)：

A =

\

  
 
 

A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

A41 A42 A43 A44)

  
 
\

(10) 

A(az)的逆矩阵为：

A-1 =

\

  
 
 

A44 -A34    A24 -A14

-A43 A33 -A23    A13

   A42 -A32    A22 -A12

-A41 A31 -A21    A11)

  
 
\

(11) 

实际工程中桩顶荷载M0和H0是己知的，桩顶位移x0和p0是
未知的，根据桩底的边界条件确定。

设桩长为 l，桩底的位移和内力向量表示为X(a, l) =

(xl，
gl
o
，

ml

oPEI
，

Hl
o3EI

)t，根据不同的边界条件确定取值，详见下

表：

表 2 派底边界系样
边界� xl pl Ml Hl
自由 xl pl 0 0 

考虑桩底弯矩 xl pl -(0llpl 0
嵌固 0 0 Ml Hl

将边界条件带入式(09)即可解四元一次方程，求得桩顶位移

x0和p0，经计算可得：

X(a, 0) =

\

 
 
 

6mx 6Hx

6mg 6Hg

1 0

0 1 )

 
 
\

\

 
 
 

M0

a2El

H0
a3El)

 
 
\

(12) 

式(12)中6mx，6Hx，6mg，6Hg是al的函数，且与边界条件有

关，将式(12)带入式(09)，即可求得深度z处桩身的位移与内力向

量X(a, z)。

计算表明，当桩长l满足al 2 4时，无论按自由、考虑桩底弯

矩或嵌固等边界条件计算得出的6mx，6Hx，6mg，6Hg都分别趋

于同一定值，即：6mx ~ 1.6194，6Hx ~ 2.4292，6mg ~ -1.7468，

6Hg ~ -1.6194。故当al 2 4时，可直接将以上数值带入式(12)

中求得x0和p0。

至此，单层士中桩的内力和位移分析己经完成，下面根据以

上分析结果推广至多层士中。

三 .爹层土中派的的内力徊位移翁析
如图 1 所示，在多层士中，设士层 i 的层底标高为zi，地基

水平抗力系数的比例系数为mi，相应的桩基变形系数为ai。

士层(i - 1)的层底深度zi-1处的桩身的位移与内力向量，在

士层(i - 1)中为X(ai-1, zi-1)，在士层 i中为X(ai, zi-1)。则：

X(ai, zi-1) = Ki-1X(ai-1, zi-1) (13) 

上式中：

Ki-1 =

\

 
 
 

1
oi-1
oi

(
oi-1
oi

)
2

(
oi-1
oi

)
3

)

 
 
\

根据式(09)可知，同一士层中深度z处X(a, z)与深度zI处

X(a, zI)满足以下关系式：

X(a, 0) = A-1(az)X(a, z)

= A-1(azI)X(a, zI)

即：

X(a, zI) = A(azI)A-1(az)X(a, z) (14) 

由式(14)可知，士层 i中深度z(zi-1 S z S zi)处的桩身的位移

万方数据
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