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例谈数学竞赛中复数小题的解法
杜万根

常州市北郊高级中学

[摘　要]在目前高中教学内容中复数虽然未能占重要的地位，但从中学数学到大学数学中复数起到一个很重要的衔接作

用。复数运算有很多重要性质，相关试题也在数学竞赛和试卷中经常出现的，而解决高中数学竞赛中的复数试题，也是对复数

知识的学习强化。本文通过研习复数联赛试题，可以深化对复数知识的理解，构建完整的知识结构体系。本文结合联赛中复数

的小题，谈谈复数问题的解题策略以及复数性质的运用。
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在目前高中教学内容中复数虽然未能占重要的地位，但

从中学数学到大学数学中复数起到一个很重要的衔接作用，

因此近几年的高中数学联赛中复数是常考内容。联赛试题中

复数内容主要涉及复数运算、复数的性质、复数的几何意义

以及复数方程。复数内容体系需要强化，通过研习复数试

题，认真总结研究，系统详尽的归纳，可以深化对知识的理

解，构建完成的知识结构体系，提高解题的思辨能力和思维

的灵活性。本文结合联赛中复数的小题，谈谈复数问题的解

题策略以及复数性质的运用。

一、复数模的性质

复数的模对复数有重要的意义，它是联系三角知识和几

何知识的一个纽带，有必要对模的性质深入思考研究。
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例1（2020年浙江省高中数学预赛试题）已知 z 为复数，

且 | | 1z = ，当 2 3 4|1 3 |z z z z+ + + + 取得最小值时，复数 z 为

____
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点评：本例利用了复数模的性质
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，巧妙的实现

了降次，再整体思想化为二次函数形式求最值，避免了复杂

运算，减轻了计算量。

练习1（2010年四川省高中数学预赛试题）已知复数

iz a b= + ( , )a b∈Z ，满足 3 2 11iz = + ，则 a b+ = _______.

解 ： 由 条 件 得 ， 3 3 2 2| | | | 2 11 125z z= = + = ， 所 以

| | 5z = ，

于是 2 2 5a b+ = ， ( , )a b∈Z
( , ) {(1,2), ( 1, 2), (1, 2), ( 1, 2), (2,1), ( 2,1) (2, 1) ( 2, 1)}a b ∈ − − − − − − − −，， ，

注意到 3 3 3 2 2 3( i) ( 3 ) (3 ) iz a b a ab a b b= + = − + − ，

经过验证，只有 ( , ) (2,1)a b = 符合条件，因此 3a b+ = 。

二、共轭复数的运算性质

共轭复数作为复数内容中的重要概念，极为丰富的性

质。理清共轭复数性质的联系，找出内在的逻辑，是灵活运

用性质解题的关键。

共轭复数的性质
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例2（2019年贵州省高中数学预赛试题）设复数 1 2,z z 满足

1 2| | | | 1z z= = ，且 1 2 1 0z z+ − = ，则 2
1 2( )z z− =_______

解：
2 2

1 1 1 2 2 2| | 1, | | 1z z z z z z= = = = ，

1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 1( 1) 1 0z z z z z z z z z z z+ − = + − = + − = ，即 2 1 11 0z z z+ − =

①，

1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2( 1) ( 1) 1 0z z z z z z z z z z z z z z+ − = + − = + − = + − = ，

即 1 2 21 0z z z+ − = ②，

由①和②，可得 2 1z z= ，所以 1 2 1 1 1,z z z z= =

2 2
1 2 1 2 1 2( ) ( ) 4 1 4 3z z z z z z− = + − = − = − 。

点评：本例利用共轭复数的性质 1 2 1 2=z z z z+ + ， 1 2 1 2z z z z=
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，反复使用等式 1 2 1 0z z+ − = ，利用算两次的技巧，得到 2 1z z=

，进而解决问题。

练习2（2014年天津市高中数学预赛试题）若复数 

 

1 ia = + ， 2 ib = + ， 3 ic = + ，
1 3 i
2 2

x = − + ，则 2| |a bx cx+ + =

_______.

解：注意到 2 1 0x x+ + = ，从而 3 1x = ， | | 1x = ， 1xx =

，又 , ,a b c 的虚部相等，结合 2 1 0x x+ + = ，知只要针对

1, 2, 3a b c= = = 进行计算即可。

所以 2 2 2 2| | ( )( )a bx cx a bx cx a bx cx+ + = + + + +
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )a b c ab x x bc xx xx ac x x= + + + + + + + +
2 2 2a b c ab bc ac= + + − − −

将 1, 2, 3a b c= = = 代入上式得， 2 2| | 3a bx cx+ + = ，

从而 2| | 3a bx cx+ + = 。

三、复数方程根的问题

在复数的发展史上，三次方程的求解引出了复数的产

生。学习与复数有关的方程求解，能够让学生深入理解概

念，加深有关性质的感受，认识到引入复数概念的必要性与

合理性。

例3（2020年重庆市高中数学预赛试题）若二次实

系数方程 2 0ax bx c+ + = 有两个虚根 1 2,x x ，且
3
1x ∈R ，则 

 

2

ac
b

= ______

解：依题意，
2
1 1 0ax bx c+ + = ①，等式两边乘以 ，得

2 3
1 1 1 0bx cx ax+ + = ②

① b× −② a× ：
2 2 3

1 1( ) 0b ac x bc a x− + − = ，

因为
2 2 3

1( ) , ( )b ac bc a x− ∈ − ∈R R ，但 1x 是虚数，

所以 2 0b ac− = ，因此 2 1ac
b

= 。

点评：利用复数的代数形式处理高次问题计算量较大，

过程繁琐。本例使用了非零实数和虚数相乘还是虚数这一结

论。巧妙构造的利用了
3
1x ∈R 这个条件，极大节省了解题时

间。

练习3（2014年辽宁省高中数学预赛试题）已知复数 z ， 
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点评：该解法利用复数的三角函数形式和指数函数形

式，以及对应的性质。

四、复数的几何意义

复数的几何意义是复数中极其重要的内容，加强对复

数几何意义的学习，更容易理解复数这个概念。学生需要了

解复数实部和虚部代表的数与复平面上点之间的一一对应关

系，更要深入领会仔细研习复数本质特征，领悟运算的几何

意义。

例4（2020年广西省高中数学预赛试题）已知复数 z 满足

| 3 | | 3 | 4z i z i+ + − = ，则 | |z i− 的最小值为____

解：注意到， z 在复平面上对应的曲线方程为

2
2 1

4
y x+ =

。

记 cos 2isin ( [0,2 ))z θ θ θ π= + ∈ ，则 i cos (2sin 1) iz θ θ− = + − 。

故
2 2 22 2 2 6| i | cos (2sin 1) 3(sin )

3 3 3 3
z θ θ θ− = + − = − + ≥ =

，

当且仅当
2sin
3

θ = 时，上式等号成立。

点评：复数的几何意义主要指复平面上的两点间距离公

式。将复数问题转化为解析几何相关问题，熟悉相关模型是

解决这类问题的关键。从数转为形，体现了数学中数形结合

思想。

练习4（2018年山东省高中数学预赛试题）已知复数 z ，

满足 | 1| | 3 2i | 2 2z z− + − − = ，则 | |z 的最小值为_______.

解 ： 设 (1,0), (3, 2)A B ， 2 2AB = ， 则 点 z 的 轨 迹

为线段 AB 。因此 | |z 的最小值为原点 O 到 A 的距离，即

min| | 1z OA= = 。

不同版本教材对高中复数地位都表现了较高的认可度，

一致强调复数的内容的重要性，认为复数是一类数学中重要

的运算对象，有极其广泛的应用，要求学生认识引入复数的

必要性，知道数系的扩充源头，掌握复数的各种表示方法、

运算性质及其几何意义。

复数是高中比较有特色的内容，不仅是数系的一次扩

充，还为数学问题提供了一次全新的途径和视角，沟通了向

量、几何、三角等模块的联系。数学竞赛中复数试题，其思

想方法能够开阔学生的视野，其解题技巧，提升审视问题的

高度，进行竞赛复数题训练是非常有意义的活动。本文通过

分析具体竞赛试题，在内容的组织上，不仅体现对具体复数

基本知识点的考查，更在客观上体现对一般原理的明示与引

导，给学生在思考解决问题的同时获得深刻的启发，以期对

学生发散思维有高度上的推动，让更多人认识到复数赛题的

使用价值。
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