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摘　要：本文以定积分
21

0

xe dx∫ 为例，对于没有初等形式原函数的被积函数，在计算此定积分的估计值时，给出

了
估计此定积分值的多种方法，以供读者借鉴。
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引言

对于定积分的计算，主要是应用牛顿—莱布尼茨公

式，但并不是所有的可积函数都存在初等形式的原函

数，或者有些被积函数的原函数虽然存在，但是很难表

达出来，此时，我们用牛顿—莱布尼茨公式求此定积分

不可行或很难进行。本文以“估计定积分
21

0

xe dx∫ 的值”

为例，因为被积函数
2xe 没有初等形式的原函数，故不

能用牛顿—莱布尼茨公式求此定积分，但可以计算此定

积分的估计值，并给出了估计此定积分值的多种方法。

一、直接用定积分的性质

估值定理 [1 ]：若 M 和 m 分别是函数 ( )f x

在 区 间 [ ],a b 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 则 有 

 

( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫ ，这是我们常用的

一种估值方法。

解 由于 2xe 在 [ ]0,1 上单调递增，故
2

1 xe e≤ ≤ ，即 

 

1,m M e= = ，所以
21

0
1 xe dx e≤ ≤∫ .

二、用Hadamard不等式来估值

Hadamard不等式[2]：若 ( )f x 是区间 [ ],a b 上的下凸

函数，则有

( ) ( ) ( )1
2 2

b

a

f a f ba bf f x dx
b a

++  ≤ ≤  −  ∫

当且仅当 ( )f x 是线性函数时，等号成立。另外，

若 ( )f x 是区间 [ ],a b 上的上凸函数，则上述不等式的不

等号反向。

解 由于 ( ) ( )2 2 22 4 0x xe e x′′
= + > ，故函数

2xe 为

[ ]0,1 上的下凸函数，则有

2
1 1
4

0

1
2

x ee e dx +
≤ ≤∫ .

注：明显利用Hadamard不等式进行估值的结果更精

细些。

三、利用Darbour和估计积分值

要点：若
1 1

,
n n

i i i i
i i

s m x S M x
= =

= ∆ = ∆∑ ∑ 表示积分 

 

( )
b

a
I f x dx= ∫ 的下、上Darbour和，那么积分存在 

 

时，有估计 ( )
b

a
s f x dx S≤ ≤∫ .

解  将区间 [ ]0,1 分成 n 等分，利用
2xe 的单
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调性，对每个小区间在端点处到达上、下确界。 

 

因 此
此

21

1 1

1 in n
n

i i
i i

s m x e
n

 
 
 

 

     ，

2

1 1

1 in n
n

i i
i i

S M x e
n

 
 
 

 

     ，此时  1 1S s e
n

   ，利用

Darbour 和估计定积分值随着n取值的增大而更加精细：

当 1n  时，有
21

0
1 xe dx e  ，当 2n  时，有

2

1 1
4 41

0

1
2 2

xe e ee dx 
  ，

当 3n  时，有
2

1 4 1 4
9 9 9 91

0

1
3 3

xe e e e ee dx   
  ，……

四、积分梯形公式法

定理：设函数  f x 在 ,a b 上连续，在  ,a b 内可导，
   1nf a

 存在，且

           10, 0n nf a f a f a f a


      ，

则在  ,a b 内至少存在一点 ，使得      f b f a
f

b a



 


，且对于这里的 有

1lim
1nb a

a
b a n







 
.

积分梯形公式[4]：设定积分  
b

a
f x dx 中的被函数满足上述定理的条件，对 ,a b 作m等分

的分割： 0 1 1 ,m m
b aa x x x x b x
m


        ，则根据计算曲边梯形面积的四步曲

—分割、近似、求和，得定积分的近似公式为

 
2

1 1
1 1

1 2
1 1 2 1

nm mb

i in n na
i i

x b a x n b af x dx f x f x
m mn n n 

 

                         
  .

特别地，当 1n  时，上式变为

  1
1

1 12 2

m mb i i
ia

i i

x xx b af x dx f x x f
m




 

         
   

 

解 取 5m  ，因为   2xf x e ，所以有      2

0 0, 0 0xf x e f f    ，故可由积分梯形

公式计算其近似值，

x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

2xe 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479

代入梯形积分公式，有

 21

0

1 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479 1.4537
5

xe dx       .

注：随着分割的越细，近似程度会越好。

， 

 

此

21

1 1

1 in n
n

i i
i i

s m x e
n

 
 
 

 

     ，

2

1 1

1 in n
n

i i
i i

S M x e
n

 
 
 

 

     ，此时  1 1S s e
n

   ，利用

Darbour 和估计定积分值随着n取值的增大而更加精细：

当 1n  时，有
21

0
1 xe dx e  ，当 2n  时，有

2

1 1
4 41

0

1
2 2

xe e ee dx 
  ，

当 3n  时，有
2

1 4 1 4
9 9 9 91

0

1
3 3

xe e e e ee dx   
  ，……

四、积分梯形公式法

定理：设函数  f x 在 ,a b 上连续，在  ,a b 内可导，
   1nf a

 存在，且

           10, 0n nf a f a f a f a


      ，

则在  ,a b 内至少存在一点 ，使得      f b f a
f

b a



 


，且对于这里的 有

1lim
1nb a

a
b a n







 
.

积分梯形公式[4]：设定积分  
b

a
f x dx 中的被函数满足上述定理的条件，对 ,a b 作m等分

的分割： 0 1 1 ,m m
b aa x x x x b x
m


        ，则根据计算曲边梯形面积的四步曲

—分割、近似、求和，得定积分的近似公式为

 
2

1 1
1 1

1 2
1 1 2 1

nm mb

i in n na
i i

x b a x n b af x dx f x f x
m mn n n 

 

                         
  .

特别地，当 1n  时，上式变为

  1
1

1 12 2

m mb i i
ia

i i

x xx b af x dx f x x f
m




 

         
   

 

解 取 5m  ，因为   2xf x e ，所以有      2

0 0, 0 0xf x e f f    ，故可由积分梯形

公式计算其近似值，

x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

2xe 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479

代入梯形积分公式，有

 21

0

1 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479 1.4537
5

xe dx       .

注：随着分割的越细，近似程度会越好。

，此时此

21

1 1

1 in n
n

i i
i i

s m x e
n

 
 
 

 

     ，

2

1 1

1 in n
n

i i
i i

S M x e
n

 
 
 

 

     ，此时  1 1S s e
n

   ，利用

Darbour 和估计定积分值随着n取值的增大而更加精细：

当 1n  时，有
21

0
1 xe dx e  ，当 2n  时，有

2

1 1
4 41

0

1
2 2

xe e ee dx 
  ，

当 3n  时，有
2

1 4 1 4
9 9 9 91

0

1
3 3

xe e e e ee dx   
  ，……

四、积分梯形公式法

定理：设函数  f x 在 ,a b 上连续，在  ,a b 内可导，
   1nf a

 存在，且

           10, 0n nf a f a f a f a


      ，

则在  ,a b 内至少存在一点 ，使得      f b f a
f

b a



 


，且对于这里的 有

1lim
1nb a

a
b a n







 
.

积分梯形公式[4]：设定积分  
b

a
f x dx 中的被函数满足上述定理的条件，对 ,a b 作m等分

的分割： 0 1 1 ,m m
b aa x x x x b x
m


        ，则根据计算曲边梯形面积的四步曲

—分割、近似、求和，得定积分的近似公式为

 
2

1 1
1 1

1 2
1 1 2 1

nm mb

i in n na
i i

x b a x n b af x dx f x f x
m mn n n 

 

                         
  .

特别地，当 1n  时，上式变为

  1
1

1 12 2

m mb i i
ia

i i

x xx b af x dx f x x f
m




 

         
   

 

解 取 5m  ，因为   2xf x e ，所以有      2

0 0, 0 0xf x e f f    ，故可由积分梯形

公式计算其近似值，

x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

2xe 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479

代入梯形积分公式，有

 21

0

1 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479 1.4537
5

xe dx       .

注：随着分割的越细，近似程度会越好。

 

 

，利用Darbour和估计定积分值随着 n 取值的增大而更

加精细：

当 1n = 时，有
21

0
1 xe dx e≤ ≤∫ ，当 2n = 时， 

 

有，

此

21

1 1

1 in n
n

i i
i i

s m x e
n

 
 
 

 

     ，

2

1 1

1 in n
n

i i
i i

S M x e
n

 
 
 

 

     ，此时  1 1S s e
n

   ，利用

Darbour 和估计定积分值随着n取值的增大而更加精细：

当 1n  时，有
21

0
1 xe dx e  ，当 2n  时，有

2

1 1
4 41

0

1
2 2

xe e ee dx 
  ，

当 3n  时，有
2

1 4 1 4
9 9 9 91

0

1
3 3

xe e e e ee dx   
  ，……

四、积分梯形公式法

定理：设函数  f x 在 ,a b 上连续，在  ,a b 内可导，
   1nf a

 存在，且

           10, 0n nf a f a f a f a


      ，

则在  ,a b 内至少存在一点 ，使得      f b f a
f

b a



 


，且对于这里的 有

1lim
1nb a

a
b a n







 
.

积分梯形公式[4]：设定积分  
b

a
f x dx 中的被函数满足上述定理的条件，对 ,a b 作m等分

的分割： 0 1 1 ,m m
b aa x x x x b x
m


        ，则根据计算曲边梯形面积的四步曲

—分割、近似、求和，得定积分的近似公式为

 
2

1 1
1 1

1 2
1 1 2 1

nm mb

i in n na
i i

x b a x n b af x dx f x f x
m mn n n 

 

                         
  .

特别地，当 1n  时，上式变为

  1
1

1 12 2

m mb i i
ia

i i

x xx b af x dx f x x f
m




 

         
   

 

解 取 5m  ，因为   2xf x e ，所以有      2

0 0, 0 0xf x e f f    ，故可由积分梯形

公式计算其近似值，

x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

2xe 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479

代入梯形积分公式，有

 21

0

1 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479 1.4537
5

xe dx       .

注：随着分割的越细，近似程度会越好。

当 3n = 时，有

此

21

1 1

1 in n
n

i i
i i

s m x e
n

 
 
 

 

     ，

2

1 1

1 in n
n

i i
i i

S M x e
n

 
 
 

 

     ，此时  1 1S s e
n

   ，利用

Darbour 和估计定积分值随着n取值的增大而更加精细：

当 1n  时，有
21

0
1 xe dx e  ，当 2n  时，有

2

1 1
4 41

0

1
2 2

xe e ee dx 
  ，

当 3n  时，有
2

1 4 1 4
9 9 9 91

0

1
3 3

xe e e e ee dx   
  ，……

四、积分梯形公式法

定理：设函数  f x 在 ,a b 上连续，在  ,a b 内可导，
   1nf a

 存在，且

           10, 0n nf a f a f a f a


      ，

则在  ,a b 内至少存在一点 ，使得      f b f a
f

b a



 


，且对于这里的 有

1lim
1nb a

a
b a n







 
.

积分梯形公式[4]：设定积分  
b

a
f x dx 中的被函数满足上述定理的条件，对 ,a b 作m等分

的分割： 0 1 1 ,m m
b aa x x x x b x
m


        ，则根据计算曲边梯形面积的四步曲

—分割、近似、求和，得定积分的近似公式为

 
2

1 1
1 1

1 2
1 1 2 1

nm mb

i in n na
i i

x b a x n b af x dx f x f x
m mn n n 

 

                         
  .

特别地，当 1n  时，上式变为

  1
1

1 12 2

m mb i i
ia

i i

x xx b af x dx f x x f
m




 

         
   

 

解 取 5m  ，因为   2xf x e ，所以有      2

0 0, 0 0xf x e f f    ，故可由积分梯形

公式计算其近似值，

x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

2xe 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479

代入梯形积分公式，有

 21

0

1 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479 1.4537
5

xe dx       .

注：随着分割的越细，近似程度会越好。

，……

四、积分梯形公式法

定理：设函数 ( )f x 在 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 内

可导，
( ) ( )1nf a+

+ 存在，且

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10, 0n nf a f a f a f a+
+

′′ ′′′= = = = ≠ ，

则 在 ( ),a b 内 至 少 存 在 一 点 ξ ， 使 得 

 

( ) ( ) ( )f b f a
f

b a
ξ

−
′ =

− ，且对于这里的ξ 有

1lim
1nb a

a
b a n
ξ

+→

−
=

− +
.

积分梯形公式[4]：设定积分 ( )
b

a
f x dx∫ 中的被函

数满足上述定理的条件，对 [ ],a b 作 m 等分的分割： 

 

0 1 1 ,m m
b aa x x x x b x

m−

−
= < < < < = ∆ = ，则根

据计算曲边梯形面积的三步曲—分割、近似、求和，得

定积分的近似公式为

( )
2

1 1
1 1

1 2
1 1 2 1

nm mb

i in n na
i i

x b a x n b af x dx f x f x
m mn n n− −

= =

∆ − ∆ + − −     ′≈ + + +     + + +     
∑ ∑∫  

 

( )
2

1 1
1 1

1 2
1 1 2 1

nm mb

i in n na
i i

x b a x n b af x dx f x f x
m mn n n− −

= =

∆ − ∆ + − −     ′≈ + + +     + + +     
∑ ∑∫

.

特别地，当 1n = 时，上式变为

( ) 1
1

1 12 2

m mb i i
ia

i i

x xx b af x dx f x x f
m

−
−

= =

+∆ −  ≈ + ∆ =   
   

∑ ∑∫

解  取 5m = ， 因 为 ( ) 2xf x e= ， 所 以 有

( ) ( ) ( )2

0 0, 0 0xf x e f f′ ′′= = ≠ ，故可由积分梯形公

式计算其近似值，

x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
2xe 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479

代入梯形积分公式，有

( )21

0

1 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479 1.4537
5

xe dx ≈ + + + + =∫
 

( )21

0

1 1.0101 1.0942 1.2840 1.6323 2.2479 1.4537
5

xe dx ≈ + + + + =∫ .

注：随着分割的越细，近似程度会越好。

五、蒙特卡罗积分的平均值法

平均值法[5]：设 ( )g x 是某随机变量 X 的密度函

数，且 ( ) 1
b

a
g x dx =∫ ，则积分 I 可变形为

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
b b

a a

f x f X
I f x dx g x dx E

g x g X
 

= = =  
 

∫ ∫ ，

这样定积分 I 就表示随机变量函数

( )
( )

f X
Z

g X
=

的

数学期望。
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五、蒙特卡罗积分的平均值法

平均值法[5]：设  g x 是某随机变量 X 的密度函数，且   1
b

a
g x dx  ，则积分 I 可变形为

   
     

 
b b

a a

f x f X
I f x dx g x dx E

g x g X
 

    
 

  ，

这样定积分 I 就表示随机变量函数
 
 
f X

Z
g X

 的数学期望。

设  0,1X U ，则有  21

0

xI e dx E f X     ，这样定积分
21

0

xI e dx  表示随机变量函

数  f X 的数学期望。设 1 2, , , Nx x x 为从  0,1U 抽取的均匀随机数，由大数定律知，当

N 时，     
1

1 N P

i
i
f x E f X

N 

 ，则 I 的估计值为  
1

1 N

i
i

I f x
N 

 


，由

      
1

1 N

i
i

E I E f x E f X I
N 

     




知 I

为 I 的无偏估计量。

解 用平均值法估计定积分，需要借助 R4.1.0 软件模拟，样本数 1000n  ，程序如下：

n=1000

x=runif(n,0,1)

f=function(x)exp(x^2)

I=mean(f(x));I

由于随机数的随机性，对于固定的 n值，每次试验结果都会有所不同，且随 n取值的不

同，积分的估计值不同，相对误差也不同。本例对同一个 n值计算五次，取五次结果的平均

值作为最终的积分估计值，并根据最终积分估计值计算出相对误差，具体如下表:

样本数n 103 104 105 106

结果 1 1.444984 1.457646 1.459424 1.462725

结果 2 1.468471 1.463916 1.463422 1.463066

结果 3 1.458744 1.460492 1.462084 1.46311

结果 4 1.450641 1.470554 1.461487 1.462062

结果 5 1.496172 1.464001 1.465459 1.462121

积分估计值 1.4638024 1.4633218 1.4623752 1.4626168

相对误差 0.078652% 0.045794% 0.018925% 0.002407%

注：1、表中
估计值 精确值

相对误差=
精确值

.

2、表中的积分精确值是应用 integrate(f,lower=0,upper=1)计算的七位有效数字的近

似值 1.462652.

3、由表中数据可见，样本数 n越大，计算精度越高.

， 则 有 ( )21

0

xI e dx E f X= =   ∫
， 这 样 定 积 分

21

0

xI e dx= ∫ 表 示 随 机 变 量 函 数

( )f X 的数学期望。设 1 2, , , Nx x x 为从 ( )0,1U

抽取的均匀随机数，由大数定律知，当 N →∞  

时， ( ) ( )( )
1

1 N P

i
i

f x E f X
N =

→∑ ，则 I 的估计值为 

 

( )
1

1 N

i
i

I f x
N =

= ∑


，由

( ) ( ) ( )( )
1

1 N

i
i

E I E f x E f X I
N =

 = = =  
∑



知 I

为 I 的无偏估计量。

解 用平均值法估计定积分，需要借助R4.1.0软件

模拟，样本数 1000n = ，程序如下：

n=1000

x=runif（n，0，1）

f=function（x）exp（x^2）

I=mean（f（x））；I

由于随机数的随机性，对于固定的 n 值，每次试

验结果都会有所不同，且随 n 取值的不同，积分的估

计值不同，相对误差也不同。本例对同一个 n 值计算

五次，取五次结果的平均值作为最终的积分估计值，

并根据最终积分估计值计算出相对误差，具体如下

表：

2、表中的积分精确值是应用integrate（f，

lower=0，upper=1）计算的七位有效数字的近似值

1.462652.

3、由表中数据可见，样本数 n 越大，计算精度越

高.
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相对误差 0.078652% 0.045794% 0.018925% 0.002407%

注：1、表中

五、蒙特卡罗积分的平均值法

平均值法[5]：设  g x 是某随机变量 X 的密度函数，且   1
b

a
g x dx  ，则积分 I 可变形为

   
     

 
b b

a a

f x f X
I f x dx g x dx E

g x g X
 

    
 

  ，

这样定积分 I 就表示随机变量函数
 
 
f X

Z
g X

 的数学期望。

设  0,1X U ，则有  21

0

xI e dx E f X     ，这样定积分
21

0

xI e dx  表示随机变量函

数  f X 的数学期望。设 1 2, , , Nx x x 为从  0,1U 抽取的均匀随机数，由大数定律知，当

N 时，     
1

1 N P

i
i
f x E f X

N 

 ，则 I 的估计值为  
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1 N

i
i

I f x
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，由

      
1

1 N

i
i

E I E f x E f X I
N 

     




知 I

为 I 的无偏估计量。

解 用平均值法估计定积分，需要借助 R4.1.0 软件模拟，样本数 1000n  ，程序如下：

n=1000

x=runif(n,0,1)

f=function(x)exp(x^2)

I=mean(f(x));I

由于随机数的随机性，对于固定的 n值，每次试验结果都会有所不同，且随 n取值的不

同，积分的估计值不同，相对误差也不同。本例对同一个 n值计算五次，取五次结果的平均

值作为最终的积分估计值，并根据最终积分估计值计算出相对误差，具体如下表:

样本数n 103 104 105 106

结果 1 1.444984 1.457646 1.459424 1.462725

结果 2 1.468471 1.463916 1.463422 1.463066

结果 3 1.458744 1.460492 1.462084 1.46311

结果 4 1.450641 1.470554 1.461487 1.462062

结果 5 1.496172 1.464001 1.465459 1.462121

积分估计值 1.4638024 1.4633218 1.4623752 1.4626168

相对误差 0.078652% 0.045794% 0.018925% 0.002407%

注：1、表中
估计值 精确值

相对误差=
精确值

.

2、表中的积分精确值是应用 integrate(f,lower=0,upper=1)计算的七位有效数字的近

似值 1.462652.

3、由表中数据可见，样本数 n越大，计算精度越高.


