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量子力学教学中引入三角周期势场的尝试
谢涛

四川轻化工大学物理与电子工程学院

摘　要：本文探讨了将三角周期势场引入量子力学教学的尝试。通过简单的数学变换，将薛定谔方程写成标准

Mathieu方程。采用打靶法数值求解Mathieu方程，对粒子能量和势场幅度进行参数扫描，得到了三角周期势场的能

带结构。这一教学尝试有助于学生理解波动力学处理方法，有助于培养学生的科研兴趣和提高教学质量。
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引言

在量子力学中，三角周期势场是一个重要的模型，

它在多个领域都有着重要的应用和意义[1-4]。通过对三

角周期势场的研究，探讨波函数的周期性和离散能级等

现象，为理论物理研究提供了重要的模型和实验验证的

基础。在半导体物理中，三角周期势场可以用来描述晶

格结构中的周期性势场对电子的影响。通过对三角周期

势场的研究，可以理解电子在晶格结构中的行为，例如

电子的能带结构、载流子的输运性质等。三角周期势场

的研究还可以帮助理解光子晶体中的光子能带结构、光

子的色散关系等重要光学性质。

将三角周期势场引入量子力学的教学尝试可以丰

富教学内容，有助于学生建立更全面的量子力学知识

体系，提高他们对不同势场特性的理解。引入三角周

期势场的教学内容，有助于提升学生对交叉学科的认

识，使其更好地适应未来科学研究和工程技术的发展

需求。

因此，将三角周期势场引入量子力学的教学尝试，

有助于提高教学效果，激发学生的兴趣，培养学生的研

究能力，以及更好地满足实际应用需求。

本文结构安排如下。第一节从薛定谔方程出发，引

入余弦周期势场后，将其化为Mathieu方程。采用打靶

法数值求解Mathieu方程，得到在势场幅度与粒子能量

平面图上的稳定区和不稳定区分布，直观的展示了能带

结构。并介绍了该项教学改革的优势和意义。第二节给

出总结。

一、理论基础和数值计算

薛定谔方程中的势场采用余弦周期形式，则可以得

到如下形式的方程：
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引入变量 / 2y kx= ，则上式可以写为标准的

Mathieu方程[5]，
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其中， 228 /a mE k=  ，
22

0 /4q mV k=  。

将薛定谔方程化为Mathieu方程，可以更方便地求

解其周期性解，从而更好地研究周期势场对量子系统的

影响。同时，Mathieu方程也是一种常见的数学工具，

具有广泛的应用，例如在声学、光学和电子学等领域中

都有着重要的应用[6-9]。

我们注意到，在实行如下三个变换时，

;y y→−  

;y y π→ ±

/ 2, ;y y q qπ→ ± → −      

Mathieu方程保持不变。也就是说，Mathieu方程的

波函数具有π 或 2π 的周期性，以及确定的宇称，因此

Mathieu方程具有四种解[10]。我们将这四种解的宇称，

周期，边界条件，本征值和本征函数列表总结，如表1

所示。
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表1 Mathieu方程的四种解和相应的边界条件

宇称 周期 边界条件 本征值 本征函数

偶 π ( ) ( )0 / 2 0ψ ψ π′ ′= = ( )2 na q ( )2 ,nce y q

偶 2π ( ) ( )0 / 2 0ψ ψ π′ = = ( )2 1na q
+ ( )2 1 ,nce y q

+

奇 2π ( ) ( )0 / 2 0ψ ψ π′= = ( )2 1nb q
+ ( )2 1 ,nse y q

+

奇 π ( ) ( )0 / 2 0ψ ψ π= = ( )2 2nb q
+ ( )2 2 ,nse y q

+

本文采用打靶法数值求解Mathieu方程，打靶法是

一种常用的数值求解微分方程的方法。其基本思想是将

微分方程的边界值问题转化为一个初值问题，然后通过

调整初始条件来寻找满足给定边界条件的解。对于二阶

常微分方程，通常将其化为两个一阶微分方程，然后利

用数值积分方法求解这个初值问题，从而得到原方程的

数值解。

图1展示了Mathieu方程的本征值 ( )na q 和 ( )nb q 随 q

的变化曲线。当 0q = 时，三角周期势场幅度为零，粒子

自由，其能量连续。此时， ( ) 20na n= ， ( ) 20nb n= 。当 q

有限时，填充色彩部分是稳定区域。只有在稳定区域的

能量值才被允许，故这种能带被称为允带。未填充色彩

部分是不稳定区域，其中的能量值不被允许，被称为禁

带。当 q →∞时，允带宽度趋于零，形成能级结构。

图1中的 ( )na q 和 ( )nb q 构成了允带和禁带的交界。禁

带决定了材料的导电性质，材料的导电性质与禁带的大

小有关。对于导体来说，禁带很小或者不存在；对于绝

缘体来说，禁带很大。同时，禁带宽度还决定了材料的

吸收和发射光谱特性。能带结构中的允带宽度决定了材

料的导电性质和光学性质。对于导体来说，能带宽度较

大；对于绝缘体来说，能带宽度较小。另外，能带的形

状对材料的电子输运性质有重要影响。例如，对于半导

体，能带结构可能呈现出直接带隙或间接带隙的特征。

总之，能带结构描述了固体中电子能级的分布情况，对

于材料的导电性质、光学性质和电子结构等方面具有重

要的物理意义。通过理论计算和实验研究，可以揭示不

同材料的能带结构特征。

图1 Mathieu方程本征值 ( )a q

图2展示了Mathieu方程在稳定区（ 3q = ， 3a =

）和不稳定区（ 3q = ， 6a = ）的本征函数，其中图2

（a）和图2（c）代表偶宇称，图2（b）和图2（d）代

表奇宇称。显然，在不稳定区的本征函数是无界的，粒

子不可能出现在该区域。

图2 Mathieu方程在稳定区和不稳定区的本征函数

该项工作对量子力学教学改革具有以下几点意义：

（1）引入数值方法。传统的量子力学教学通常采用理

论推导和数学计算方法，而引入数值方法可以更加直观

地展示量子力学的基本原理和现象。量子力学中的定

态薛定谔方程属于二阶微分方程边值问题，对于这类问

题，只要势场非奇异，都可以采用打靶法数值求解。所

以，掌握这种数值计算方法对于学习量子力学是必不可

少的；（2）强化实践能力。首先，通过这一教学，学
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生能够学习数值计算方法和编程技能。其次，学生在掌

握数值计算方法和编程技能的过程中，会培养自身的科

研素养。这对于学生未来从事科研工作或者工程技术领

域的职业发展至关重要。此外，随着科技的不断发展，

数值计算方法和编程技能已经成为许多行业的基本要

求。因此，通过这项工作培养的实践能力和科研素养将

为学生未来的学习和工作奠定坚实的基础；（3）拓展

应用领域。首先，该项工作将量子力学应用于固体物理

学中的能带结构计算，拓展了量子力学的应用领域。学

生通过学习这一应用，能够深入了解不同学科之间的联

系和交叉点，增强学生的学科交叉能力。其次，学生通

过能带结构的计算，可以更加直观地理解能带结构的形

成原理和特点。这有助于学生在后期的固体物理学习中

深化对能带结构的理解，理解不同材料的导电性质和光

学性质。通过学习这一应用，学生能够更加深入地了解

材料的物理性质。

二、结论

本文尝试将三角周期势场引入量子力学的教学之

中。通过一个简单的数学变换，薛定谔方程可化为

Mathieu方程。采用打靶法数值求解这一方程，所得到

的能量-势场幅度二维图，可以直观地展示能带结构，

有助于学生更好地理解基本物理概念，提升他们对交叉

学科的认识和理解，对学生的后期学习以及科研兴趣的

培养具有积极影响。
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