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摘  要：本文以动点产生轨迹问题为例，通过挖掘学生思维盲点，把问题细化，进行有目标导向的微专题教学

设计，探讨了基于动态研究、深度学习的初三数学复习课微专题教学。
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“微专题”又称“小专题”，指针对某一个相关联的、

可以单独研究的知识体系，或者某种数学思想方法，作为

一个研究主题，根据学生对本节课知识点的基本概念、基

本原理、基本规律掌握情况入手，对知识点进行单元整合

并运用基本概念和原理解决实际问题的一种“小切口”教

学方法。“微专题”教学可以帮助学生形成良好的认知结

构，活化知识的运用，提升解决问题的能力。通过教师的

深度学习，对数学内容进行深层加工，学生在理解的基础

上，寻找知识间的联系，主动探究问题的本质，经历“知

其然”，“知其所以然”，“知何由以知其所以然”的过

程，领悟数学思想方法，让学生的思维从低阶走向高阶，

从而促进学生理解力和学习力提升的学习。教师对问题进

行深层次加工，引导学生通过深切的体验和深入的思考，

达成对问题的理解；深度学习是阶梯式的学习，教师要

根据学生的认知水平设计由浅入深、由表及里的学习过程，

让学生的数学学习和思维不断深入．

微专题通常是指围绕复习的重点和关键点设计的，

利用具有紧密相关的知识和方法形成的专项研究，或者

是能够在短时间内专门解决的问题集．具体展开说，可

以源于考点的细化构建微专题、源于知识点的延伸构建

微专题、源于易错易混点的辨析构建微专题、源于难点

突破构建微专题、源于思维角度的转换构建微专题等．

下面以中考数学动点问题中，点的运动轨迹和路径

长问题为例设计微专题。中考数学压轴题——选择填空

部分轨迹问题，这是一类很有难度的题目，也是近几年

中考数学中的常考题型。其中求点的运动轨迹和路径长

问题较为常见。初中阶段常见的轨迹类型是直线形和圆

弧形，两种类型中还会涉及点往返运动的往返型。

一、直线型轨迹

（一）知识背景：4种常见的直线型动点轨迹

（二）例题讲解

（2019年浙江省中考第 16题）如图，一副含 30°和

45°角的三角板ABC和EDF拼合在一个平面上，边AC与EF

重合，AC=12cm，当点 E从点 A出发沿 AC方向滑动时，点

F同时从点 C出发沿射线 BC方向滑动，当点 E从点 A滑动

到点C时，点D运动的路径长为      cm。

当点E从点A出发，沿AC方向滑动时，点F同时从点

C出发，沿射线BC方向滑动，当点E从点A滑动到点C时，

点D的运动路径是什么呢？我们会用什么方法猜测点D的

运动路径呢？取几个位置尝试一下，那么取哪几个位置

进行观察比较好呢？

我们取起始位置，图中任意位置，结束位置，尝试

画图，依次连接三个点滴的位置，发现点D在一条直线上

往返运动，它是往返型线段。

  （起始位置）       （任意位置）       （结束位置） 

（点 D在一条直线上运动）

那么点D究竟在怎样的直线上运动呢？

我们在任意位置D ’处，过点D ’做D ’N⊥AC，D ’M⊥BC，

用“角角边”容易证明△D ’E ’N≌△D ’F ’M，得D ’N=D ’M，根

据在角的内部到角的两边距离相等的点，在这个角的平

分线上，得D ’在∠ACM的平分线上，你想到了吗？

①任画三点定轨迹：“往返型”线段。
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①任画三点定轨迹：“往返型”线段。

思路 1: △D'E'N≌△D'F'M (AAS)

 D'N=D'M 

D'在∠ACM 的平分线上(角平分线的判定定理)

还能想出其他方法证明点 D'在角平分线上吗？ 

由于在运动的过程中，∠ACF'和∠E'D'F' 始终为 90°，根据对角互补，那么点 D'E'CF'

四点共圆，因为等腰直角三角形，所以 D'E'=D'F'，所以∠D'CE'=∠D'CF'，在∠ACF'的角平

分线上。

思路 2:   D'E'CF' 四点共圆，等腰 Rt△D'E'F'

   ∠D'CE' =∠D'F'E' =∠D'CF'= 45°

点 D' 在∠ACM 的平分线上(角平分线的判定定理)      

接下来确定始末点，运动状态的始点和末点都是点 D，此时 CD = 6 2 。 

  那么折返点在哪里呢？在 Rt△D'NE'中，有斜边大于直角边，所以当 D'E'⊥AC 时，ED 

最大，D'为折返点，此时 CD' =12，最后点 D 运动的路径长为（24－12 2 ）厘米。      

点 D 运动的路径长：

方方法法小小结结：：以任画三点确定轨迹，即（1）画开始位置，图中任意位置，中止位置；依次

连线，若三点共线，猜想为直线型，有时可能是往返型。（2）确定始末点，有时需要确定折

2 ' 2 '

2(12 6 2)

24 12 2

DD CD CD= −

= −

= −

（ ）

还能想出其他方法证明点D ’在角平分线上吗？

由于在运动的过程中，∠ACF ’和∠E ’D ’F ’始终为 90°，

根据对角互补，那么点 D ’E ’CF ’四点共圆，因为等腰直角三

角形，所以D ’E ’=D ’F ’，所以∠D ’CE ’=∠D ’CF ’，在∠ACF ’的角

平分线上。
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①任画三点定轨迹：“往返型”线段。
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点 D' 在∠ACM 的平分线上(角平分线的判定定理)      

接下来确定始末点，运动状态的始点和末点都是点 D，此时 CD = 6 2 。 

  那么折返点在哪里呢？在 Rt△D'NE'中，有斜边大于直角边，所以当 D'E'⊥AC 时，ED 

最大，D'为折返点，此时 CD' =12，最后点 D 运动的路径长为（24－12 2 ）厘米。      

点 D 运动的路径长：

方方法法小小结结：：以任画三点确定轨迹，即（1）画开始位置，图中任意位置，中止位置；依次

连线，若三点共线，猜想为直线型，有时可能是往返型。（2）确定始末点，有时需要确定折

2 ' 2 '

2(12 6 2)

24 12 2

DD CD CD= −

= −

= −

（ ）

点D ’在∠ACM的平分线上 (角平分线的判定定理 )                                  

接下来确定始末点，运动状态的始点和末点都是点

D，此时CD=6 2 。
那么折返点在哪里呢？在Rt△D ’NE ’中，有斜边大于

直角边，所以当 D ’E ’⊥ AC时，ED最大，D ’为折返点，此

时CD ’=12，最后点D运动的路径长为（24－ 12 2 ）厘米。

点D运动的路径长：
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方法小结：以任画三点确定轨迹，即（1）画开始

位置，图中任意位置，中止位置；依次连线，若三点共线，

猜想为直线型，有时可能是往返型。（2）确定始末点，

有时需要确定折返点。本题利用角平分线性质定理的逆

定理，证明了点 D在角平分线上运动，在求路线长度时

要注意“往返型”。

（三）迁移应用，拓展思维能力

如图，射线OM与 ON互相垂直，PQ

是半圆的直径，PQ=2，A是半圆弧上的

一点，且弧 AQ的度数为 60°，当点 P

从与点 O重合的位置开始，沿射线 OM

滑动时，点 Q随着沿 NO方向滑动，当

点Q到达点O时，P、Q两点都停止滑动，

则在整个运动过程中，点A所经过的路径长为       。

任取三点得点A的路径是往返线段，由弧AQ= 60°，

得∠ NOA=30°。可知点 A在与 OM夹角为30°的射线上运

动，始点为A，OA= 3。当A1Q⊥OM时，OA1最大，所以A1

为折返点，此时 AA1=2－ 3，当 PQ在 OM边上时，末点是

A2，OA2=1，A1A2=OA1－OA2=1，所以点 A所经过的路径长

为 3－ 3。

思路 :

①确定轨迹：∠NOA=30°，点A在射线OA上（往返型）

②确定始末点：始点A，OA= 3  

折返点A1，AA1=OA1－OA=2－ 3

末点A2，A1A2=OA1－OA2=2－ 1=1

      （起始位置）     （折返点位置）    （结束位置） 

点A所经过的路径长为：AA1+=A1A2=2- 3 +1=3- 3

（四）解后反思

直线型轨迹的破解方法:1.任画三点，尝试定轨迹。

2.确定始末点求长度。若是往返型，则需要找出折返点，

证明直线型轨迹的依据。直线型轨迹的破解方法本课中

用到了角平分线或在角的边上。此外常用的依据还有中

垂线上、中位线上去的两条平行线上求解析式的结果。

二、圆弧形轨迹

（2021年贵港期末检测第 16题）如图，正方形的边

长为 2，以 O为圆心，EF为直径的半圆经过点 A，连接

AE，CF相交于点P，将正方形OABC从OA与OF重合的位置

开始，绕着点 O逆时针旋转 90°，交点 P运动的路径长

是      。

当正方形 OABC的边 OA从 OF绕着点 O逆时针旋转

90°，AE、CF的交点 P会怎样运动呢？你会用什么方法

猜测点P运动的大致路径呢？

任取几个位置尝试一下，那么取哪几个位置进行观

察比较好呢？我们取起始位置、任意位置、结束位置来

观察：

     （起始位置）     （任意位置）     （结束位置） 

尝试画图，发现 E、P、F三个点构成三角形，猜想

点 P在圆弧上运动，点 P的运动路线是一段圆弧，点 P究

竟在怎样的圆弧上运动呢？

思路 :（1）猜想：“圆弧形”

     （2）证明：

①在△EPF中，EF=4，是定边。

②∠EPF会是定角吗？
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①在△EPF 中，EF=4，是定边。

②∠EPF 会是定角吗？

四边形 OABC 为正方形 ∠AOC=90°

∠EOC +∠FOA =180 ° －∠AOC = 90°  

  ∠1、∠2 为圆周角 

  ∠EPF=180°－（∠1+∠2）= 135° ∠EPF 是一个定角

③结论：根据定边定角，那么点 P运动的路径是以 G为圆心的圆弧 EF。

（3）计算：如何来确定弧 EF的圆心角和半径呢?

2

求圆心角∠EGF： 

在⊙G 中，∠EPF=135°

∠EGF = 360°－2∠EPF = 90° 

求⊙G 的半径：

在 Rt△EGF 中，EG =FG，EF = 4 

Rt△EGF 为等腰直角三角形

点 P 运动的路径长为：



90 2 2 2
180
π π= =EF

方方法法小小结结：：通过本题的学习，确定动点轨迹是圆弧形的方法。步骤：1.任画两点猜想轨

迹，即依次画出开始位置，图中任意位置，终止位置。若三点构成三角形，则猜想轨迹为圆

弧形。2.确定始末点。3.确定圆心角和半径。本题利用定边定角的方法证明了动点的轨迹是圆

弧形，再利用弧长计算公式计算动点的路线长。

（（三三））迁迁移移应应用用，，拓拓展展思思维维能能力力

∠1+∠2= 45° ∠1=
2
1 ∠EOC

∠2=
2
1
∠AOF

EG = EF·sin45° = 4 × 
2
2 = 2

③结论：根据定边定角，那么点P运动的路径是以G

为圆心的圆弧EF。

（3）计算：如何来确定弧EF的圆心角和半径呢 ?
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∠1+∠2= 45° ∠1=
2
1 ∠EOC

∠2=
2
1
∠AOF

EG = EF·sin45° = 4 × 
2
2 = 2

方法小结：通过本题的学习，确定动点轨迹是圆弧

形的方法。步骤：1.任画两点猜想轨迹，即依次画出开

始位置，图中任意位置，终止位置。若三点构成三角形，

则猜想轨迹为圆弧形。2.确定始末点。3.确定圆心角和

半径。本题利用定边定角的方法证明了动点的轨迹是圆

弧形，再利用弧长计算公式计算动点的路线长。

（三）迁移应用，拓展思维能力

如图，等边△ ABC的边长为 6，点 E、F分别是 AC，

BC边上的动点，当点 E从点 A运动到点 C时，点 F从点

C运动到点 E，且满足 AE=CP，则点 P经过的路径的长

为      。

任取三点尝试探究点P的轨迹，猜想点P的运动路径

是圆弧。

确 定 始 末 点 得 到 运 动 的 路 径 是 弧 A B 。 由

等边△A B C 条件 ：A E =C F ，∠B A E =∠A C F = 6 0°，

A B =A C ，证得△A C F ≌△B A E ，得∠1 =∠2，从而

∠ 3+∠ 2=∠ 3+∠ 1=60°，得∠ AGB=2(180°-

∠ AGB)=(∠ 2+∠ 3)=120°，由AB=6得AG=BG=2 3，所以

弧AB的长度等于
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如图，等边△ABC 的边长为 6，点 E、F 分别是 AC，BC 边上的动点，当点 E 从点 A 运

动到点 C 时，点 F 从点 C 运动到点 E，且满足 AE=CP，则点 P 经过的路径的长为       。

任取三点尝试探究点 P 的轨迹，猜想点 P 的运动路径是圆弧。

确定始末点得到运动的路径是弧 AB。由等边△ABC 条件：AE=CF，∠BAE=∠ACF 

=60°，AB=AC，证得△ACF≌△BAE，得∠1=∠2，从而∠3+∠2=∠3+∠1=60°，得 

∠AGB= )∠180(2 APB－° = 2(∠2+∠3) = 120°，由 AB=6 得 AG= BG = 2 3 ，所以弧 AB 的长

度等于 π3
3
4

。 

思路: 

①点 P 轨迹为圆弧型

②确定始末点，路径是弧 AB

③确定弧 AB 的圆心、半径

（（四四）） 解解后后反反思思

圆弧形轨迹的破解方法：1.任画三点确定轨迹；2.确定始末点；3.确定圆心角及半径。 

确定圆弧型轨迹的依据：1.定边定角动点在圆弧上；2.定点定长动点在圆弧上。 

中考数学压轴题微专题研究，基于班级学生的现实学情，以一道（组）题或一个素材的

研究为引，通过一题多问、一题多解、一题多变、一题多思、借题发挥、探索规律和方法等

数学探究活动来揭示其内在的学习线索和数学本质．本文通过 2019 年浙江省中考第 16 题来

发现学生存在的问题，并以此为基础确定微专题的主题，通过挖掘学生思维盲点，把问题细

化，通过设置一系列动点变化位置来搭建思维的"桥梁"，引导学生获取新的解题方法，帮助

。

思路 :

①点P轨迹为圆弧形

②确定始末点，路径是弧AB

③确定弧AB的圆心、半径

（四）解后反思

圆弧形轨迹的破解方法：1.任画三点确定轨迹；

2.确定始末点；3.确定圆心角及半径。

确定圆弧形轨迹的依据：1.定边定角动点在圆弧

上；2.定点定长动点在圆弧上。

中考数学压轴题微专题研究，基于班级学生的现实学

情，以一道（组）题或一个素材的研究为引，通过一题多

问、一题多解、一题多变、一题多思、借题发挥、探索规

律和方法等数学探究活动来揭示其内在的学习线索和数学

本质．本文通过 2019年浙江省中考第 16题来发现学生存

在的问题，并以此为基础确定微专题的主题，通过挖掘学

生思维盲点，把问题细化，通过设置一系列动点变化位置

来搭建思维的“桥梁”，引导学生获取新的解题方法，帮

助学生构建良好的认知结构，促进学生深度学习．因此基

于中考数学压轴题的微专题教学选题要具备主体性和针对

性，凸显认知策略，以“易于学生理解”的方式呈现出来，

使学生的学习成为一种“再发现再创造”的过程，这也是

中考数学压轴题微专题设计的核心所在。

随着教育改革的深入，中考作为衡量学生学业水平

的重要标准，其试题的设计与选拔功能日益受到关注。

其中，数学作为中考的重要科目，其压轴题更是检验学

生综合运用知识、解决问题能力的重要载体。因此，对

中考数学压轴题进行微专题研究，不仅有助于提升教学

质量，还对学生数学素养的培养具有深远意义。

1.提升教学质量。通过对中考数学压轴题的深入研

究，教师可以更加准确地把握中考的命题规律和趋势，

从而指导日常教学。教师可以根据学生的实际情况，有

针对性地进行知识点的强化和解题技巧的训练，使教学

更加贴近中考实际，提高教学的针对性和有效性。

2.培养学生数学素养。中考数学压轴题往往涉及多

个知识点的综合运用，需要学生具备扎实的数学基础和

灵活的解题思维。通过对压轴题的研究和练习，学生可

以逐渐培养起数学思维的逻辑性和严谨性，提升对数学

美的认识，进一步增强学习数学的兴趣和自信心。

3.提高解题能力。中考数学压轴题通常具有较高的

难度和挑战性，对学生的解题能力提出了较高的要求。

通过对压轴题的微专题研究，学生可以学会如何分析题

目、如何运用所学知识解决问题，从而在实践中不断提

高解题能力，为未来的学习和生活打下坚实的数学基础。

4.为中考备考提供策略指导。通过对中考数学压轴

题的研究，教师可以总结出一些有效的解题策略和应试

技巧，为学生的中考备考提供指导。这不仅可以帮助学

生更好地应对中考，还可以培养学生的应试心态和策略

思维，为学生的全面发展提供有力支持。

综上所述，中考数学压轴题微专题研究的意义重大。

它不仅有助于提升教学质量，培养学生的数学素养和解

题能力，还可以为中考备考提供策略指导。因此，我们

应该重视中考数学压轴题的研究工作，为教育事业的发

展贡献力量。

参考文献

[1]张文海．“微专题的特点”：让高三数学复习走

向素养落实 [J],数学通报，2020(07).

[2]吕增峰．基于认知策略的微专题教学﹣﹣以“含参

绝对值二次型函数的最值”为例 [J],中小学数学（高中

版）,2018(01).

[3]庄丰．基于深度学习的数学解题探析 [J].中国

数学教育，2019(01).

数理化

285


