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引言

在工农业生产、科学实验及工程技术中，常常会遇到这样一

类问题：在一定条件下，怎样使“用料最省”、“产品最多”、“效

率最高”和“成本最低”等问题，这类问题在数学上有时可归纳

为求某一函数（通常称为目标函数）的最大值或最小值问题 [1]。

对于一般的最值问题实际就是求解极值问题，函数的自变量除了

限制在函数的定义域内以外，并无其他条件，即无条件极值。但

在实际问题中，常常会遇到对函数的自变量还有附加条件的极值

问题。若多元函数在有界闭区域上连续，则此多元函数在此区域

必定能取得最大值和最小值。这种使函数取得最大值或最小值的

点可能在区域的内部（或可能的极值点），也可能在区域的边界上。

例如，设有一圆板占有平面闭区域为{ }2 2( , ) 4x y x y+ ≤ ，该圆板被加热，

以致在点 ( , )x y 的温度是 2 22 2T x y x= + − ( )C。 ，求该圆板的最热点和最冷

点。即T 的自变量 x y， 还必须满足附加条件 2 2 4x y+ ≤ 。

1 代入法

先求目标函数的驻点及目标函数在驻点处的取值，再求解边

界上的最大值和最小值，最后比较这些值，哪个最大就是最大值，

哪个最小就是最小值。

在平面区域 2 2 4x y+ < 上，先解方程组
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(0.5,0)，则 1 (0.5,0) 0.5T T= = − C。 ；            （1）

在边界 2 2 4x y+ = 上，将 2 24y x= − 代入 2 22 2T x y x= + − 得 2( 1) 3T x= − + .

当 2x = − 时，有边界上的最大值 2 12T = C。 ；                                

当 1x = 时，有边界上的最小值 3 3T = C。 , 比较 1T , 2T 及 3T 的值知，

最热点在点 ( 2,0)− ， max 12T = C。 ，最冷点在点 (0.5,0) , min 0.5T = − C。 .    

2 拉格朗日（Lagrange）乘数法

多元函数在有界闭区域上求解最值，利用拉格朗日

（Lagrange）乘数法进行求解。设辅助函数 ( , , )L x y λ 为

2 2 2 2( , , )=2 2 ( 4)L x y x y x x yλ λ+ − + + − 对 ( , , )L x y λ 求解关于 , ,x y λ 的偏导数，

可得
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解（2）式可得
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，即得 5 个点分别为 (0.5,0)， 2 0± 和
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1 3±（，） ，比较这 5 个点得函数值可得最热点为 ( 2,0)− ，最冷点为

(0.5,0)。

3 参数法

利用参数 0 4k k≤ ≤ 构造拉格朗日（Lagrange）函数进行求解。

设辅助函数 ( , , )F x y λ 为

2 2 2 2( , , )=2 2 ( )F x y x y x x y kλ λ+ − + + − 对 ( , , )F x y λ 求解关于 , ,x y λ 的偏导数，

可得
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解（3）式可得
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，即得 5 个点分别为 (0.5,0)，

0k± 和 1 1 (1 4)k k± − ≤ ≤ ，把这 5个点代入目标函数 2 22 2T x y x= + − 得 
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在以上三式中试代 k（1 4k≤ ≤ ）的值可得 4k = 最热点是 ( 2,0)− ，

最冷点为 (0.5,0)。

注：求解多元函数的最值问题，首选方法 1，而利用方

法 2 或方法 3 解决一些题目是不可行的 [2]。例如，求二元函数

2( , ) (4 )z f x y x y x y= = − − 在由直线 6,x y+ = x 轴和 y 轴所围成的闭区域 D上

的最大值与最小值。
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