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1 常用构造法的应用

1.1构造法之一：构造辅助函数

在求解（证）某些数学问题时，我们可以根据题目中条件和

结论的关系，恰当的构造一个辅助函数，把结论转化为研究函数

的性质，从而达到解题的目的.

以构造法在微分中值定理中的应用为例[1]：

（拉格朗日（Lagrange）中值定理）：若函数 )(xf 满足如下

条件：

( )i )(xf 在闭区间 [ ]ba, 上连续；
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显然，特别当 )()( bfaf ＝ 时，Th1 是 Th2 中值定理中的一个特殊情形. 

      例 1  证明柯西（Cauchy）中值定理. 

    设函数 )(xf 和 )(xg 满足在 [ ]ba, 上连续,在 ( )ba, 上都可导,并且 0)(' ≠xg ,则存在 ),( ba∈ξ ,使

得 .
)()(
)()(

)('
)('

agbg
afbf

g
f

-
-

＝
ξ
ξ

 证明 由题目已知 0)(' ≠xg ( ))()(),( agbgbax ≠⇒∈  

令 λ＝
-
-

)()(
)()(

agbg
afbf

⇒ )()()()( agbgafbf λλ -＝- ⇒ )()()()( bgbfagaf λλ -＝-  

于是构造辅助函数 )()()( xgxfx λφ -＝ [ ]( )bax ,∈ ,则 )()( ba φφ ＝ . 

最后由 Rolle 定理：存在 ( )ba,∈ξ ,使 0)(' ＝ξφ 得                                                        

0)(')(')(' ＝-＝ ξλξξφ gf ⇒
)('
)('
ξ
ξλ

g
f

＝
   

得到       .
)()(
)()(

)('
)('

agbg
afbf

g
f

-
-

＝
ξ
ξ
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构造法之二:构造辅助方程 

作为中学数学重要内容之一的方程,它与等式、函数等许多知识存在着密切的联系.有时可根据题

目条件中的数量关系和结构特征,造出新的方程,将原问题转化为方程的求解式来讨论 (常用判别式与

在开区间 ( )ba, 上可
导；

则在 ( )ba, 内至少存在一点
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例1  证明柯西（Cauchy）中值定理.

设函数 )(xf 和 )(xg 满足在 [ ]ba, 上连续，在 ( )ba, 上都可导， 

 
并且 0)(' ≠xg ，则存在
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    例 5 数学家范德瓦尔登 1930 年构造的“连续函数除极个别点外总是处处可微的”之反例. 

    将此函数“无限次”翻造，然后再叠加起来，生成的函数一定每一点都是连续但不可微的.这样,
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    1.4 构造法之四:构造公式 
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    分析①：由于所求极限涉及到正弦函数,所以我们要往这两个公式上联想，但所求函数与公式之间

有很大的差距,在此就可巧用构造法.   
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登 

反例. 

    设: xx ＝)(φ ， 11 ≤≤- x ，规定 )()2( xx φφ ＝+ ，把φ 的定义域扩张到所有的实数，扩张后的

函数 )(xφ 可以看成是 x与最接近的偶数之差的绝对值.令 )4(
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容易证明 )(xf 在 ),( +∞-∞ 上连续，但处处不可微. 

    1.4 构造法之四:构造公式 

    首先介绍了两个重要极限公式，由等价无穷小的学习可知 xx ~)sin( , 0→x 时，也有公式
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＝
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1lim ，这几个公式在极限中都可以看成公式，通过对求极

限函数变形，添加项来构造公式。 

    例 6 求极限①
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    分析①：由于所求极限涉及到正弦函数,所以我们要往这两个公式上联想，但所求函数与公式之间

有很大的差距,在此就可巧用构造法.   

 

    1.5 构造法之五:构造几何图形 

某些题目条件中的数量关系若有明显的或隐含的几何意义或背景，或者能以某种方式与几何图形

建立联系，此时则可以考虑通过构造几何图形将题设中的数量关系直接反映到几何图形之中，使数与形

有机结合起来，借助图形的性质，最终解决问题. 

分析①：由于所求极限涉及到正弦函数，所以我们要往这两

个公式上联想，但所求函数与公式之间有很大的差距，在此就可

巧用构造法.

1.5构造法之五：构造几何图形

某些题目条件中的数量关系若有明显的或隐含的几何意义

或背景，或者能以某种方式与几何图形建立联系，此时则可以考

虑通过构造几何图形将题设中的数量关系直接反映到几何图形之

中，使数与形有机结合起来，借助图形的性质，最终解决问题.

例7 设 ( )1,0, ∈yx  求证 22)1()1()1()1( 22222222 ≥-+-++-+-+++ yxyxyxyx

22)1()1()1()1( 22222222 ≥-+-++-+-+++ yxyxyxyx

分析与解 仔细观察发现，题中结论的根号下面都是数平方

和的形式，易于联想到勾股定理而构造直角三角形.由于共有四

个根式，结论中有 2，故构造边长为1的正方形图形，所要证明

的问题就是转化为图2的直观图形.

2 结束语

本文主要写了构造法在数学解题中的运用，构造法除了要注

意基础知识和基本思想之外还让我们打破常规的思想，让我们在

解题的时候变得更加灵活，有助于培养学生的发散思维和创新能

力，为我们解题带来了很大的便利。
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