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    高频错题里的一缕光  演绎教材“课题学习”的精彩
——一道选择题错题的纠错之路与思考

张轶婷 

杭州市建兰中学  

[摘　要]文章记述了一道选择题的意外经历，惊现意外之错，收获意外之喜。题目很典型，枚举法的运用很常规，但要一个不少那

就不简单，恰恰题目给出的答案也有纰漏。分析如何运用平行四边形的判定来准确枚举，思辨如何巧妙的设定分类标准，善用皮克定理

找到验证此类问题的通法。看似是学生令人惊喜的创新解题，实际是教材中课题学习思维浸润后的一种高阶思维能力的外显。
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一、意外错题惹“缘起”
1．背景分析
此题是八年级（下）平行四边形单元复习时留给学生的一道

思考题，它选自菁优网，标签中注明的是某校级模拟考题。笔者
选择该题的理由如下：（1）该题考查的知识点是平行四边形判定
定理的应用，是本章节重点内容；（2）将问题与格点结合，除了
必要的逻辑分析外，还需要一定的几何作图能力；（3）枚举法
的可操作性很强，不同程度的学生都能上手，但难点是要能找出
符合条件的所有平行四边形；总结说来，此题比较典型，但也易
错，有一定难度，为更客观的了解学生的想法，操作时将此题改
成了填空题．

2．意料之内
和预想吻合，43位同学中共有36人提交了答案，提交率

83.7%，大部分学生都觉得有能力解决此题，但是答案却是五花八
门．从表1可以看出，答案填写“25”的人数最多，达13人，占比
36.1%；回答“24”的人数次之，达8人，占比22.2%；另有5人填写
了“27”，占比13.9% ；回答“29”或“31”的各有2人，分别占
比5.56%；其它答案6人，占比13.9%。

学生作答结果统计表

学生答案 人数 学生答案 人数

15 1人 27 5人

23 3人 29 2人

24 8人 31 2人

25 13人 41 2人

3．错因分析
观察图形，面积为2的平行四边形一般会考虑按照边长为1，

高为2或边长为2，高为1的标准进行分类，再根据平行四边形的判
定定理——一组对边平行且相等的四边形为平行四边形，从而画
出符合条件的图形．掌握了该题枚举法的依据，学生解题中呈现
的错误主要集中在两处：（1）分类标准中，只考虑了边长为整数
的情况，忽视了网格图中边长为无理数的情况，当边长为 2 时
的正方形，显然也是符合题意的；（2）枚举时忽视了去重原则，
对于重复出现的1×2的矩形未做处理；该题提供的标准答案是25
个，似乎一切都很完美！

4．意料之外
在学生作答结果中，有5人填写了27个，而且都是学习能力较

强的孩子，他们再三思考后提出了疑义，认为标准答案有误．因

为边长为 2 的平行四边形，除了已分析的正方形外，还有其它平
行四边形存在．从图2可以发现，由正方形的轴对称性可得，它们
分别位于点A的左右两侧．他们认为，正确答案可能是27个！这真
是尴尬的错误，出题者想考查的是如何确定分类标准，不遗不漏
的枚举所有符合条件的图形，但恰恰也有疏漏．

二、本是无心却“成荫”
1．疑惑之音
发声质疑的学生很谨慎，用的词是“可能”，因为他不太确

定“27个”是否正确，也有可能会有更多．不少同学都声援他，
纷纷表示，虽然这道题是解决了，也找到了所有符合条件的图
形，但如果网格图变更大，又会很难判断符合条件的图形总数，
做的答案常常审核好几遍也不敢确定是否正确。能否有一种通
法，来验证枚举法作图的准确性． 

2．意外之喜
激烈的讨论后，有学生提出这也是格点多边形的面积计算问

题，是否可以用皮克定理推理证明．不妨设a为平行四边形内部格
点的个数，b为平行四边形边上的格点个数．已知平行四边形的面

积为2，根据皮克定理，可得： 1 2
2
ba + - = ，即 6 2b a= -

因为 ，所以 ．而a，b为自然数，那么
当a=0时，b=6；当a=1时，b=4．找出方格中符合如下条件的特征
点：这些点与点A连结的线段上，除了两个端点外，只经过一个
格点，把这些点记作点P1，P2，……，P7．若平行四边形除点A外
的另三个顶点中有两个或三个顶点与点P1，P2，……，P7重合，面
积显然大于2，故不可能．

当a=0，b=6时，平行四边形边上的格点个数为6，则平行四
边形一组邻边经过的格点个数分别是2和3. 那么，总有一条以点
A为端点的边经过的格点个数是3，这一边的另一个端点必定与点
P1，P2，……，P7中的一个重合．当a=1，b=4时，平行四边形内部
的格点个数为1，则这个格点一定是该平行四边形的对称中心，记
这个对称中心为点O，倍长AO到点B，点B必定与点P1，P2，……，
P7中的一个重合．综上：平行四边形有且仅有一个顶点与点P1，
P2，……，P7中的一个重合．学生的想法很精彩！

3．深度解析
继续研究，将这个平行四边形上与点P1，P2，……，P7中的一

个重合的这个点记作点C．
若点C与P1重合．因为平行四边形有且仅有一个顶点与点P1，

P2，……，P7中的一个重合，所以平行四边形的另外两个顶点落在
如图4的点上，这样的平行四边形有3个，P2同理，也有3个．

若点C与P3重合．因为平行四边形有且仅有一个顶点与点P1，
P2，……，P7中的一个重合，故平行四边形另两个顶点落在如图5

的点上，这样的平行四边形有4个， 4P 同理，也有4个．
若点C与P5重合．因为平行四边形有且仅有一个顶点与点P1，

P2，……，P7中的一个重合，所以平行四边形的另外两个顶点落在

如图6的点上，这样的平行四边形有2个， 6P同理，也有2个．
若点C与P7重合．因为平行四边形有且仅有一个
顶点与点P1，P2，……，P7中的一个重合，所以平行

综上，满足条件的平行四边形总个数为(3 2 4) 2 9 27+ + ´ + =
4．追本溯源
皮克定理的思维起点，源自浙教版八年级下册课题学习《格

点多边形的面积计算》．作为经典的数学定理，很多学生在小学
数学中都有接触，能直接套用公式进行计算，但由于缺乏对公式
原理的认知，一旦转化问题情境，学生又陷入了完全不会的境
地，这就是只记公式不懂原理的苦．笔者在指导本节课题学习内
容时，从基本的格点三角形入手，进而研究格点四边形、格点五
边形，通过割补法等常用面积计算法的结合，指导学生探究格点
多边形的面积大小与哪些变量有关．在猜想和论证的过程中，运
用控制变量、枚举、函数建模等手段，让学生体会特殊到一般的
数学思想方法．深入检验模型时，还融入了格点凹多边形面积的
研究，并将正方格点延伸至正三角形格点及平行四边形格点等
等，让公式的证明更严谨，数学方法的应用更科学．另外，学生
还做了皮克定理的数学史资料，不仅激发了学生的学习兴趣，还
学习了皮克的探究精神．所以，当学生应用皮克定理来寻找符合
条件的平行四边形时，不觉意外，却很惊喜．
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（四）模仿——绘画能力提高的重要方式

在日常生活中，模仿贯穿始终，尤其是3-6岁的儿童。他

们的知识主要是通过模仿获得的。在绘画活动中，儿童绘画

能力的提高在一定程度上也是通过模仿来实现的。可是，我们

在给孩子们提供范画。让孩子们模仿的同时，会产生一个问

题——老师的示范是否会阻碍孩子创造力的发展，示范或不示

范是常令老师纠结的一个问题。

模仿是人类发展过程中学习新行为的有效途径，是模仿让

儿童完成了自我建构，模仿既可以促进幼儿创造的产生，也可以

阻碍幼儿的创造。这主要取决于教师是将幼儿的模仿看成是幼儿

自我表达的一种方式，还是仅仅为简单的模仿。模仿是扩大幼儿

经验的一种途径，在模仿的过程中，培养了幼儿的观察力和理解

力，让孩子体验到知觉的、情感的、审美等方面的经验。

在绘画活动中，幼儿已经开始学习线条画。对于从来没有

用笔徒手画过画的孩子们而言。这将是一个难关。孩子可能不

愿意动手画，甚至是不敢画，怕画错了。针对这种情况。老师

通常都会事先画好一张范画，让幼儿参考，有了范画，孩子们

就像吃了一颗定心丸，敢尝试作画了。当然，在这之前，老师

需要把绘画的要求讲得仔细、讲得明白，这样孩子们才会在心

里有一杆秤。同时，教师不应以“相似性”作为评价作品质量

的唯一标准，而应充分肯定和积极评价儿童绘画作品。当孩子

们坚持模仿老师的模型画而不是独立创作时。教师可以表扬有

创新精神的孩子，展示他们的作品，为孩子们提供更多的绘画

经验，让他们不怕困难，敢于尝试。我们应该努力使模仿成为

提高儿童绘画能力的一种方式，而不是一种约束。

三、结束语

美术教育是幼儿教育阶段非常重要的环节，通过绘画活动

能够更好地激发幼儿的审美兴趣，让幼儿在更加丰富多彩的学

习生活之中获得相应能力的提升。绘画活动的设计要以核心素

养的培养为目标，教师要鼓励幼儿去理解并感受美术，通过绘

画活动的参与逐步将自身的各项美术核心素养切实提高起来。
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三、深度思考促“发展”
数学教育的本质是理性精神的培养，通过科学系统的课程

设计，塑造学生实事求是的品格，简洁完美的思维方式和行为习
惯，而教材中的课题学习就是实现这些育人目标的重要途径，它
能为学习者提供很好的思维活动场景，引导学生主动内化知识结
构，促进思维的高阶发展．因此，笔者认为，课题学习的教学要
充分理解其设计内涵，让学生在浸润式的数学环境中，慢慢思
考，深入探究，用心感悟。

1．学教方式发展
改进学生学习方式是数学教育改革的核心。传统的班级授课

制以教师为主导，学生已接受式为主，缺少自主探究合作交流，
而教材的课题学习很重视学生的亲身实践，能给学生提供很好的
主动探索场景。譬如：七下课题学习《关于“初中生最爱看的电
视节目”的调查》、八上课题学习《怎样选择较优方案》，在此
类问题解决的过程中，学生需自主制订研究计划，确定调查内
容，学习计算机软件绘制统计图表；收集整理数据，综合运用统
计中各特征数的相关知识分析数据；交流合作，多元评价辅助，
不断修改和完善建议；最终形成一份完美的调查报告。教师不再
是单纯的备课讲课，而是做基于学习活动的指导者，激发学生主
动参与数学思维活动的积极性。

2．理性精神发展
浙教版教材中的课题学习精选了在数学发展进程中产生过

重要影响的、有里程碑意义的数学问题为线索和载体组织数学课
程，譬如八年级下课题学习《格点多边形的面积计算》，这是
奥地利数学家皮克在1899年给出的，皮克定理的发现过程是崎岖
的，但正是他锲而不舍的思考，严格的逻辑推理，才最终为格点
几何与微分几何做出了卓越的贡献。充分挖掘数学史蕴含的理性
精神，让学生感知数学家是如何发现问题提出问题的，同时让学
生体悟数学家在思考解决问题中所秉持的钻研精神和科学态度，
潜移默化的帮助学生形成正确的价值观念和必备品格. 

3．高阶思维发展
数学是训练思维的学科，但目前的数学教学常被大量的刷

题替代，一味追求解题的模型和技巧，使得学生的考试成绩虽有
提高，但数学思维得不到高阶发展。教材课题学习建立在学生已

完成基本知识点的学习上，问题的解决没有唯一的标准，需要综
合多个单一的知识点，譬如九年级上课题学习《有关多边形的折
纸》，学生已学习了各类全等图形的性质、正多边形的性质、轴
对称的性质，但如果要用正方形折出一个正三角形，那就需要深
入分析折痕构造图形的基本原理。在真实的问题情境中，教师以
问题导向，搭建思维支架；学生充分讨论，研究多种方法实现相
等线段的转化；教师继续提升探索场景，让学生在复杂图形中深
入思考；学生从感知学习到类比学习，最后到创造性学习，这个
深度学习的过程就收获了高阶思维。

4．核心素养发展
新课改关注课堂教学下的学科核心素养培养，要求充分挖掘

学科的育人价值，落实立德树人的根本任务。课题学习是任务驱
动型的学习项目，譬如：九下《会徽中的数学》，不仅学习了解
直角三角形的数学知识，还在智力活动中感悟数形结合的思维方
式，个体智力得到锻炼和发展，这是落地学科的育智价值；经历
会徽中数学知识的挖掘与欣赏过程，并能从 2002年国际数学家
大会会徽中提出两个数学问题，不仅发现美，还会鉴赏美，创造
美，这是落地学科的育美价值；解读国际数学家大会和国际数学
教育大会，使学生更好地理解数学与世界的共生关系，切实肩负
起解决社会现实问题的责任，这是落地学科的育德价值。 

学科核心素养导向的课题学习教学，能全面提升学生的综合
素养，对于学生未来发展具有重要意义。
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