
340

理论前沿

授人以鱼，不如授之以渔

——圆柱与圆锥关系问题策略研究
李坤  韩莹  张禹鑫  何思瑶

北京通州运河小学

摘　要：《义务教育数学课程标准（2022版）》中明确提出把核心素养设定为义务教育数学课程的统领性目

标。义务教育全面开启素养教育时代，固有的知识本位思想被素养本位思想所取代，教师逐渐弱化了对学生知识强

化的要求，加强了对学生一系列综合能力的发展与培养，让学生不再是简单的吃“鱼”，而是知“渔”。
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一、随笔

在最近的教学中，我发现了这样一种学习现象，大

多数学生对于曾经遇到过的几何问题可以很顺利的运用

已有直观模型进行问题探究，但是对于相同难度的未经

历过的几何问题，大多数学生却“寸步难行”。难道

是我们的学生不具备相关学习经验吗？显然，答案是否

定的，学生可以解决其他相似的问题，就说明了他们已

经积累了解决相关问题的经验。那为什么遇到新问题时

学生会“寸步难行”呢？我想，原因可能在于，学生在

学习中，习惯了吃“鱼”，忽略了知“渔”。如何破解

这种学习现象呢？古人云：“授人以鱼，不如授之以

渔”，今天和大家分享就是这样一个知“渔”的案例。

二、案例

本案例测试题是六年级下册第一单元圆柱和圆锥第

八课时圆柱与圆锥体积关系探究的前测问题，内容包含

三个测试问题1.等底等高的圆柱和圆锥，圆柱体积是12

立方厘米，圆锥的体积是多少立方厘米？2.等体积等

高的圆柱和圆锥，圆柱底面积是15平方厘米，圆锥的底

面积是多少平方厘米？3.等体积等底面积的圆柱和圆

锥，圆锥的高是9厘米，圆柱的高是多少厘米？要求学

生写出三个测试问题的计算过程和思考过程。测试目标

是1.学生能否根据抽象关系自主构建出几何直观模型？

2.学生是否能够根据两个立体图形特征的抽象关系推理

出其他特征的关系？3.实践操作活动的经历，对于学生

几何直观模型的建立和空间观念的发展是否有促进作

用？

参与本次测试的学生共有47人，主要错误情况如

下：

（一）在测试题1的学生数据中，可以正确进行计

算，并通过结论推理、实践过程重推等方法进行说理验

证的学生有46人；出现计算错误的学生1人，在对该生

进一步说理验证过程分析和个人访谈之后，发现该生思

路清晰，认知准确，可以不作为错误案例进行分析。故

对于等底等高圆柱与圆锥体积关系的认知，学生的正确

率是100%。

（二）在测试题2的学生数据中，学生计算与说理

都正确的学生有20人，占比42.55%；错误人数27人，占

比57.45%，具体错误情况如下表：

等体积等高的圆柱与圆锥表面积的关系

错误类型 知识性错误 逻辑性错误 策略性错误 思维障碍

错误表现
混淆圆柱与圆锥体积

计算公式

已有“等底等高的圆柱体积是圆锥体
积3倍”的关系负迁移到对等体积等
高的圆柱与圆锥表面积关系的认知

借助等底等高圆柱与圆锥模
型研究等体积等高的圆柱与

圆锥表面积的关系

遇到相关问题没有解
题思路

人数 10 12 2 3

百分比 21.28% 25.53% 4.26% 6.38%

（三）在测试题3的学生数据中，学生计算与说理

都正确的学生有18人，占比38.3%；错误人数29人，占

比61.7%，具体错误情况如下表：

三、追因

从学生整体情况来看，学生主要呈现两方面典型错

因：一是混淆圆柱与圆锥体积公式；二是受“等底等高

的圆柱体积是圆锥体积3倍”的结论关系或直观模型负

迁移影响。但是，两方面错因的概括过于笼统，并没有
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直接指出学生典型问题的核心，为此，我对学生的典

型错例再次进行了深度分析，并提炼出两方面的研究问

题：一是了解学生思维中有没有“等体积等高”和“等

体积等底面积”模型？二是对比抽象关系和具体数量关

系对学生探究问题的影响程度是否存在差距？基于这两

方面问题，我进一步设计了两方面测试：测试一是学生

思维中的几何直观模型，问题包括（1）画一组等底等

高的圆柱和圆锥；（2）画一组等体积等高的圆柱和圆

锥；（3）画一组等体积等底面积的圆柱和圆锥。测试

二是将抽象关系转为具体数量关系能不能帮助学生探究

问题，问题包括（1）圆柱和圆锥的底面积都是6平方厘

米，高都是2厘米，先想一想谁的体积大?再计算，圆柱

体积是多少立方厘米？圆锥的体积是多少立方厘米？

（2）圆柱和圆锥体积都是45立方厘米，高都是3厘米，

先想一想谁的底面积大?再计算，圆柱底面积是多少平

方厘米？圆锥的底面积是多少平方厘米？（3）圆柱和

圆锥体积都是36立方厘米，底面积都是4平方厘米，先

想一想谁的高大?再计算，圆锥的高是多少厘米？圆柱

的高是多少厘米？

几何直观模型测试情况如下表：

等底等高 等体积等高 等体积等底面积

正确（人数） 47 8 11

正确（百分比） 100% 17.02% 23.4%

错误（人数） 0 39 36

错误（百分比） 0% 82.98% 76.5%

从学生画图测试表中可以看出：“等底等高”圆柱

和圆锥的正确率是100%，“等体积等高”圆柱和圆锥的

正确率是17.02%，“等体积等高”圆柱和圆锥的正确率

是23.4%。对比相关数据，不难看出，如果学生经历过

实践操作活动，一般都可以根据立体图形间的特征关

系构建出相应几何直观模型。如果没有经历实践操作活

动，只凭借不同立体图形特征间的抽象关系，大部分学

生是无法自主建构出几何直观模型的，模型构建困难，

阻碍了学生对图形与图形特征之间关系的探究。

具体数量关系测试情况如下表：

等底等高 等体积等高 等体积等底面积

抽象关系 45 3 3

具体数据 2 44 44

正确（人数） 47 42 42

正确（百分比） 100% 89.36% 89.36%

错误（人数） 0 5 5

错误（百分比） 0% 10.64% 10.64%

从具体数据测试表中可以看出：“等底等高”圆柱

和圆锥的正确率是100%，“等体积等高”圆柱和圆锥的

正确率是89.36%，“等体积等高”圆柱和圆锥的正确率

也是89.36%。对比相关数据，不难看出，如果学生理解

图形特征与图形特征之间的关系，大部分学生会从抽象

关系的角度解决问题。如果不理解图形特征与图形特征

之间的关系，学生普遍会选择数据计算解决问题。整体

对比之前的测试结果，还可以看出将圆柱与圆锥特征间

的抽象关系转换成具体数量关系之后，学生通过数据计

算更容易获得两个立体图形第三特征之间的关系。

回过头来，我再次分析了第一次测试中完全正确的

18名同学，又进一步发现其中12人是通过设定数据计算

出结果的，只有6人是通过特征与特征之间的抽象关系

推理出第三特征之间的关系。这一发现进一步说明了，

大多数学生的思维中并没有形成“等体积等高”和“等

体积等底面积”模型。

四、策略

通过以上深度分析，我们基本可以确定本节课教学

的基本策略是：通过实践活动让学生自主构建出“等体

积等高”和“等体积等底面积”圆柱圆锥几何直观模

型，并从抽象关系和具体数量关系两个角度解决相应问

题。具体策略内容是：

（一）借助实践活动，构建几何直观模型

正如之前追因分析中所说：“如果学生经历过实践

操作活动，一般都可以根据立体图形间的特征关系构建

出相应几何直观模型。如果没有经历实践操作活动，只

凭借不同立体图形特征间的抽象关系，大部分学生是无

法自主建构出几何直观模型的，模型构建困难，阻碍了

等体积等底面积的圆柱与圆锥高的关系

错误类型 知识性错误 逻辑性错误 策略性错误 思维障碍

错误表现
混淆圆柱与圆锥体积

计算公式

已有“等底等高的圆柱体积是圆锥体积3
倍”的关系负迁移到对等体积等底面积的圆

柱与圆锥表高关系的认知

借助等底等高圆柱与圆锥模
型研究等体积等底面积的圆

柱与圆锥高的关系

遇到相关问题没有解
题思路

人数 10 14 2 3

百分比 21.28% 29.79% 4.26% 6.38%
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学生对图形与图形特征之间关系的探究。”

由此可见，在课堂教学中，我们要搭建这样一个实

践活动平台：让学生经历分析抽象关系，从关系中发现

不同立体图形特征间的关联，从关联中初步建立起几何

直观模型，并通过观察模型获得基本特征发现，再通过

测量模型获得进一步特征发现，最后将抽象关系转化为

具体数量关系进行特征验证分析，并通过公式关系推演

进行结论呈现。学生对这一系列活动的经历，有助于自

主构建出“等体积等高”和“等体积等底面积”圆柱圆

锥几何直观模型，发展空间观念。

（二）抽象与具体并重，促进学生多角度思考问题

在小学阶段，学生普遍认为抽象关系要比具体数量

关系更难理解，更难应用。在教学实践中，大部分老师

和学生倾向于先将抽象关系具体化，再解决问题。这些

都直接导致了学生在小学阶段对抽象关系的理解普遍弱

于对具体数量关系的理解，也为学生相关方面错例频发

埋下了伏笔。

在本节课教学中，我们也会遇到这样的问题，一方

面是抽象关系的难于理解，让学生望而却步；另一方面

是学生普遍认为将抽象关系具体化，可以获得更高的解

决问题的正确率。如果站在小学阶段来看，弱化对抽象

关系的认识对学生不会产生太大影响，但是如果站在学

生初中、高中、甚至大学的角度来看，小学阶段抽象关

系的弱化会对一些学生未来的学习形成巨大困境。有鉴

于此，在活动内容设计上，我们要将分析抽象关系、理

解抽象关系、建立抽象关系模型、验证抽象关系、从抽

象到具体、再从具体到抽象融入各个活动环节，并以几

何直观模型为桥梁，联通抽象关系与具体数量关系，推

动学生对两者认识的均衡发展，进而促进学生多角度思

考问题。

基于以上策略研究，我认为本节课的教学活动主要

包括两部分，第一部分是从对抽象关系的理解到具体关

系的建模，第二部分是从具体关系模型到抽象关系模型

的再建立。

首先，让学生经历用橡皮泥制作等体积等高和等体

积等底面积的圆柱和圆锥，通过观察发现圆锥的高比圆

柱的高要高一些，圆锥的底面积要比圆柱的底面积大一

些，学生在活动过程中，借助直观模型从抽象关系的角

度初步发现了图形与图形间特征与特征的关系，并获得

了一些猜想；其次，让学生经历动手测量圆柱与圆锥高

和底面积验证猜想的过程，通过数据对比，学生进一步

接近对等体积等高和等体积等底面积的圆柱和圆锥高关

系和底面积关系的认识，并从中总结了相关误差经验，

学生在活动过程中，经历了从抽象认识图形与图形间特

征与特征的关系到具体探究图形与图形间特征与特征的

关系；再次，让学生经历借助假设法验证猜想、探究图

形与图形间特征与特征关系的过程，通过交流展示与数

据分析，获得基本验证猜想，学生在活动过程中，再次

经历了从抽象认识图形与图形间特征与特征的关系到具

体探究图形与图形间特征与特征的关系，这一次学生准

确的验证了猜想；最后，让学生借助已有知识经验进行

公式关系探究，经历从具体关系模型向抽象关系模型的

再次转换。

整个教学活动主要围绕关键问题“等体积等底面积

的圆柱和圆锥高有怎样的关系？和等体积等高的圆柱和

圆锥底面积有怎样的关系？”展开的，学生先后经历了

观察、度量、计算、抽象等活动过程，并在活动中沿着

发现-猜想-验证-抽象的认知链，自主建立起等体积等

底面积和等体积等高圆柱和圆锥模型。

在数学学习中，吃“鱼”的确简单快捷，让学生轻

松走上解决问题的捷径，但它消磨了学生的探索精神，

而知“渔”虽然“道路艰辛”，“困难重重”，但却充

满着未知与乐趣。数学学习的乐趣可能正如古人所云：

“授人以鱼，不如授之以渔”。
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