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例谈导数解答题中对参数取特殊值构建不等式的策略
臧艳军

（辽宁省盘锦市高级中学  辽宁 盘锦  124000）
[摘 要] 导数综合问题一般具有较强的综合性和创新性，常常作为高考的压轴题，能够考查考生的综合素质和数学思维能力，从不同层面考查数学运算、数学抽象、

逻辑推理素养，突出理性思维，彰显选拔功能.在解决导数综合问题的过程中，常需要对参数赋值构建不等式解决相应的问题。
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导数综合问题一般具有较强的综合性和创新性，常常作为高考的压轴题，能够

考查考生的综合素质和数学思维能力，从不同层面考查数学运算、数学抽象、逻辑

推理素养，突出理性思维，彰显选拔功能.在解决导数综合问题的过程中，常需要

对参数赋值构建不等式解决相应的问题。下面用实例进行说明。

【例题1】已知函数
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（Ⅰ）当 0=a 时, 0)0( =f ,切线的斜率 1)0( =′= fk ,所以切线方程为 xy = ,即

0=- yx . 

.

（ Ⅰ ） 当 0=a 时 ， 求 曲 线 )(xfy = 在 原 点 处 的 切 线 方 程 ； 

（ Ⅱ ） 当 0＞a 时 ， 讨 论 函 数 )(xf 在 区 间
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（Ⅰ）当 0=a 时, 0)0( =f ,切线的斜率 1)0( =′= fk ,所以切线方程为 xy = ,即

0=- yx . 

上 的 单 调 性 ； 

 
（Ⅲ）证明不等式
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（Ⅰ）当 0=a 时， 0)0( =f ，切线的斜率 1)0( =′= fk ，所以切线方程为

xy = ，即 0=- yx .

（ Ⅱ ） 当 0＞a 时 ， 因 为 0＞x ， 所 以 只 要 考 查

)24()24()( 2 axaxxg -+-+= 的符号.

由 0)24(4)24( 2 ≤---=∆ aa ， 得 20 ≤＜ a ， 

当 20 ≤＜ a 时， 0)( ＞xg ，从而 0)( ＞′ xf ， )(xf 在区间
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（Ⅱ）当 0＞a 时,因为 0＞x ,所以只要考查 )24()24()( 2 axaxxg -+-+= 的符号. 

由 0)24(4)24( 2 ≤---=∆ aa ,得 20 ≤＜ a , 

当 20 ≤＜ a 时, 0)( ＞xg ,从而 0)( ＞′ xf , )(xf 在区间 ),0( +∞ 上单调递增; 

当 2＞a 时,由 0)( =xg 解得 aaax 22 2 -+-= .   6分 

当 x变化时, )(xf ′ 与 )(xf 的变化情况如下表: 

 

函数 )(xf 在区间 )22,0( 2 aaa -+- 单调递减,在区间 ),22( 2 +∞-+- aaa 上单调递

增. 

（Ⅲ）由（Ⅱ）知,当 2=a 时, )(xf 在区间 ),0( +∞ 上单调递增; 

所以 0)0(
2

2)1ln()( =＞
+

-+= f
x

xxxf , 即 )1ln(
2

2 x
x

x
+＜

+
对任意 ),0( +∞∈x 成立. 

    

取
k

x 1
= , nk ,,3,2,1 …= ,  得

12 1ln(1 )1 2
k

k
k

＜ +
+

, 即 kk
k

ln)1ln(
12

2
-+＜

+
,

nk ,,3,2,1 …= .   

将上述 n个不等式求和,得到: ∑∑
==

-+＜
+

n

k

n

k
kk

k 11
]ln)1[ln(

12
2

, 

即不等式 1ln
12

1
5
1

3
1

+＜
+

+++ n
n

… 对任意 *N∈n 成立.    

注:第（Ⅲ）问中需要令参数 2=a 即可构造不等式求解 

 

【例题 2】函数 3

ln( 1), 0
( ) 1 , 0

3

a x x
f x

x ax x

+ ≥=  - ＜

, ( ) 1xg x e= - . 

（Ⅰ）当 0a ＞ 时,求函数 ( )f x 的极值; 

对任意 *N∈n 成立.	   

注：第（Ⅲ）问中需要令参数 2=a 即可构造不等式求解

【例题2】函数 3

ln( 1), 0
( ) 1 , 0

3

a x x
f x

x ax x

+ ≥=  - ＜
， ( ) 1xg x e= - .

（Ⅰ）当 0a ＞ 时，求函数 ( )f x 的极值；
（Ⅱ）当 a在R上变化时，讨论函数 ( )f x 与 ( )g x 的图象公共点的个数；

（Ⅲ）求证： 101095 3000
1000 2699

e＜ ＜ .（参考数据： ln1.1 0.0953≈ ）

试题解析：（Ⅰ）解：当 0x ≥ 时， 0a ＞ ， ( ) 0
1

af x
x

′ = ＞
+ ， ( )f x 在 [0 )+∞，

递增

当 0x ＜ 时 ， 2( )f x x a′ = - ， ( 0) ( ) 0x a f x′∈ - ＜，， ， ( )f x 递 减 ，

( ) ( ) 0x a f x′∈ -∞ - ＞，， ， ( )f x 递增；故 ( )f x 在 ( )a-∞ -， ， [0 )+∞， 递增， ( 0)a- ， 递

减，（不必说明连续性）

故

（Ⅱ）当a在R上变化时,讨论函数 ( )f x 与 ( )g x 的图象公共点的个数; 

（Ⅲ）求证: 101095 3000
1000 2699

e＜ ＜ .（参考数据: ln1.1 0.0953≈ ） 

试题解析:（Ⅰ）解:当 0x ≥ 时, 0a ＞ , ( ) 0
1

af x
x

′ = ＞
+

, ( )f x 在[0 )+ ∞， 递增 

当 0x ＜ 时, 2( )f x x a′ = - , ( 0) ( ) 0x a f x′∈ - ＜， ， , ( )f x 递减, ( ) ( ) 0x a f x′∈ -∞ - ＞， ， ,

( )f x 递增;故 ( )f x 在 ( )a-∞ -， ,[0 )+ ∞， 递增, ( 0)a- ， 递减,（不必说明连续性） 

故 2[ ( )] (0) 0 [ ( )] ( )
3

f x f f x f a a a= = = - =极小值 极大值， .  

（Ⅱ）解:即讨论 ( ) ( ) ( )h x g x f x= - 的零点的个数, (0) 0h = ,故必有一个零点为 0x = . 

①当 0x ＞ 时, ( ) ( ) ( ) 1 ln( 1)xh x g x f x e a x= - = - - + , ( )
1

x ah x e
x

′ = -
+
 

（ⅰ）若 1a ≤ ,则 1
1

xa e
x

＜ ＜
+

, ( ) 0h x′ ＞ , ( )h x 在 (0, )+∞ 递增, ( ) (0) 0h x h＞ = ,故此时 ( )h x

在 (0, )+∞ 无零点;  

（ⅱ）若 1a ＞ , ( )
1

x ah x e
x

′ = -
+
在 (0, )+∞ 递增, ( ) (0) 1h x h a′ ′＞ = - ,1 0a- ＜  

且 x→+∞时, ( )h x′ → +∞ ,则 0 (0 )x∃ ∈ +∞， 使 0( ) 0h x′ = ,进而 ( )h x 在 0(0 )x， 递减,在

0( )x + ∞， 递增, 0( ) (0) 0h x h＜ = ,由指数、对数函数的增长率知, x→+∞时 ( )h x →+∞, 

( )h x 在 0( , )x +∞ 上有一个零点,在 0(0 ]x， 无零点,故 ( )h x 在 (0 )+ ∞， 有一个零点. 

②当 0x ＜ 时, 31( ) ( ) ( ) 1
3

xh x g x f x e x ax= - = - - +  2( ) xh x e x a′ = - + , 

设 ( ) ( )x h xθ ′= , ( ) 2 0xx e xθ ′ = - ＞ 对 0x ＜ 恒成立, 

故 2( ) xh x e x a′ = - + 在 ( 0)-∞， 递增, ( ) (0) 1h x h a′ ′＜ = + ,且 x→-∞时, ( )h x′ → -∞; 

（ⅰ）若1 0a+ ≤ ,即 1a -≤ ,则 ( ) (0) 1 0h x h a′ ′＜ = + ≤ ,故 ( )h x 在 ( 0)-∞， 递减,所以

( ) (0) 0h x h＞ = , ( )h x 在 ( 0)-∞， 无零点;   

（ⅱ）若1 0a+ ＞ ,即 1a ＞ - ,则 0 ( 0)x∃ ∈ -∞， 使 0( ) 0h x′ = ,进而 ( )h x 在 0( )x-∞， 递减,在

0( 0)x ， 递增, 0( ) (0) 0h x h＜ = 且 x→-∞ 时, 21( ) ( 1) ( 3 )
3

xh x e x x a= - - - → +∞ , ( )h x 在

0( )x-∞， 上有一个零点,在 0[ 0)x ， 无零点,故 ( )h x 在 ( ,0)-∞ 有一个零点. 

.

（Ⅱ）解：即讨论 ( ) ( ) ( )h x g x f x= - 的零点的个数，

(0) 0h = ，故必有一个零点为 0x = .

①当 0x ＞ 时， ( ) ( ) ( ) 1 ln( 1)xh x g x f x e a x= - = - - + ，

( )
1

x ah x e
x

′ = -
+

（ⅰ）若 1a ≤ ，则
1

1
xa e

x
＜ ＜

+ ， ( ) 0h x′ ＞ ， ( )h x 在 (0, )+∞ 递增，

( ) (0) 0h x h＞ = ，故此时 ( )h x 在 (0, )+∞ 无零点； 

（ⅱ）若 1a ＞ ，
( )

1
x ah x e

x
′ = -

+ 在 (0, )+∞ 递增， ( ) (0) 1h x h a′ ′＞ = - ，

1 0a- ＜
且 x→+∞ 时， ( )h x′ → +∞ ，则 0 (0 )x∃ ∈ +∞， 使 0( ) 0h x′ = ，进而 ( )h x 在

0(0 )x， 递减，在 0( )x +∞， 递增， 0( ) (0) 0h x h＜ = ，由指数、对数函数的增长

率知， x→+∞ 时 ( )h x →+∞， ( )h x 在 0( , )x +∞ 上有一个零点，在 0(0 ]x， 无零

点，故 ( )h x 在 (0 )+∞， 有一个零点.

②当 0x ＜ 时，
31( ) ( ) ( ) 1

3
xh x g x f x e x ax= - = - - + 2( ) xh x e x a′ = - + ，

设

（Ⅱ）当a在R上变化时,讨论函数 ( )f x 与 ( )g x 的图象公共点的个数; 

（Ⅲ）求证: 101095 3000
1000 2699

e＜ ＜ .（参考数据: ln1.1 0.0953≈ ） 

试题解析:（Ⅰ）解:当 0x ≥ 时, 0a ＞ , ( ) 0
1

af x
x

′ = ＞
+

, ( )f x 在[0 )+ ∞， 递增 

当 0x ＜ 时, 2( )f x x a′ = - , ( 0) ( ) 0x a f x′∈ - ＜， ， , ( )f x 递减, ( ) ( ) 0x a f x′∈ -∞ - ＞， ， ,

( )f x 递增;故 ( )f x 在 ( )a-∞ -， ,[0 )+ ∞， 递增, ( 0)a- ， 递减,（不必说明连续性） 

故 2[ ( )] (0) 0 [ ( )] ( )
3

f x f f x f a a a= = = - =极小值 极大值， .  

（Ⅱ）解:即讨论 ( ) ( ) ( )h x g x f x= - 的零点的个数, (0) 0h = ,故必有一个零点为 0x = . 

①当 0x ＞ 时, ( ) ( ) ( ) 1 ln( 1)xh x g x f x e a x= - = - - + , ( )
1

x ah x e
x

′ = -
+
 

（ⅰ）若 1a ≤ ,则 1
1

xa e
x

＜ ＜
+

, ( ) 0h x′ ＞ , ( )h x 在 (0, )+∞ 递增, ( ) (0) 0h x h＞ = ,故此时 ( )h x

在 (0, )+∞ 无零点;  

（ⅱ）若 1a ＞ , ( )
1

x ah x e
x

′ = -
+
在 (0, )+∞ 递增, ( ) (0) 1h x h a′ ′＞ = - ,1 0a- ＜  

且 x→+∞时, ( )h x′ → +∞ ,则 0 (0 )x∃ ∈ +∞， 使 0( ) 0h x′ = ,进而 ( )h x 在 0(0 )x， 递减,在

0( )x + ∞， 递增, 0( ) (0) 0h x h＜ = ,由指数、对数函数的增长率知, x→+∞时 ( )h x →+∞, 

( )h x 在 0( , )x +∞ 上有一个零点,在 0(0 ]x， 无零点,故 ( )h x 在 (0 )+ ∞， 有一个零点. 

②当 0x ＜ 时, 31( ) ( ) ( ) 1
3

xh x g x f x e x ax= - = - - +  2( ) xh x e x a′ = - + , 

设 ( ) ( )x h xθ ′= , ( ) 2 0xx e xθ ′ = - ＞ 对 0x ＜ 恒成立, 

故 2( ) xh x e x a′ = - + 在 ( 0)-∞， 递增, ( ) (0) 1h x h a′ ′＜ = + ,且 x→-∞时, ( )h x′ → -∞; 

（ⅰ）若1 0a+ ≤ ,即 1a -≤ ,则 ( ) (0) 1 0h x h a′ ′＜ = + ≤ ,故 ( )h x 在 ( 0)-∞， 递减,所以

( ) (0) 0h x h＞ = , ( )h x 在 ( 0)-∞， 无零点;   

（ⅱ）若1 0a+ ＞ ,即 1a ＞ - ,则 0 ( 0)x∃ ∈ -∞， 使 0( ) 0h x′ = ,进而 ( )h x 在 0( )x-∞， 递减,在

0( 0)x ， 递增, 0( ) (0) 0h x h＜ = 且 x→-∞ 时, 21( ) ( 1) ( 3 )
3

xh x e x x a= - - - → +∞ , ( )h x 在

0( )x-∞， 上有一个零点,在 0[ 0)x ， 无零点,故 ( )h x 在 ( ,0)-∞ 有一个零点. 

，

（Ⅱ）当a在R上变化时,讨论函数 ( )f x 与 ( )g x 的图象公共点的个数; 

（Ⅲ）求证: 101095 3000
1000 2699

e＜ ＜ .（参考数据: ln1.1 0.0953≈ ） 

试题解析:（Ⅰ）解:当 0x ≥ 时, 0a ＞ , ( ) 0
1

af x
x

′ = ＞
+

, ( )f x 在[0 )+ ∞， 递增 

当 0x ＜ 时, 2( )f x x a′ = - , ( 0) ( ) 0x a f x′∈ - ＜， ， , ( )f x 递减, ( ) ( ) 0x a f x′∈ -∞ - ＞， ， ,

( )f x 递增;故 ( )f x 在 ( )a-∞ -， ,[0 )+ ∞， 递增, ( 0)a- ， 递减,（不必说明连续性） 

故 2[ ( )] (0) 0 [ ( )] ( )
3

f x f f x f a a a= = = - =极小值 极大值， .  

（Ⅱ）解:即讨论 ( ) ( ) ( )h x g x f x= - 的零点的个数, (0) 0h = ,故必有一个零点为 0x = . 

①当 0x ＞ 时, ( ) ( ) ( ) 1 ln( 1)xh x g x f x e a x= - = - - + , ( )
1

x ah x e
x

′ = -
+
 

（ⅰ）若 1a ≤ ,则 1
1

xa e
x

＜ ＜
+

, ( ) 0h x′ ＞ , ( )h x 在 (0, )+∞ 递增, ( ) (0) 0h x h＞ = ,故此时 ( )h x

在 (0, )+∞ 无零点;  

（ⅱ）若 1a ＞ , ( )
1

x ah x e
x

′ = -
+
在 (0, )+∞ 递增, ( ) (0) 1h x h a′ ′＞ = - ,1 0a- ＜  

且 x→+∞时, ( )h x′ → +∞ ,则 0 (0 )x∃ ∈ +∞， 使 0( ) 0h x′ = ,进而 ( )h x 在 0(0 )x， 递减,在

0( )x + ∞， 递增, 0( ) (0) 0h x h＜ = ,由指数、对数函数的增长率知, x→+∞时 ( )h x →+∞, 

( )h x 在 0( , )x +∞ 上有一个零点,在 0(0 ]x， 无零点,故 ( )h x 在 (0 )+ ∞， 有一个零点. 

②当 0x ＜ 时, 31( ) ( ) ( ) 1
3

xh x g x f x e x ax= - = - - +  2( ) xh x e x a′ = - + , 

设 ( ) ( )x h xθ ′= , ( ) 2 0xx e xθ ′ = - ＞ 对 0x ＜ 恒成立, 

故 2( ) xh x e x a′ = - + 在 ( 0)-∞， 递增, ( ) (0) 1h x h a′ ′＜ = + ,且 x→-∞时, ( )h x′ → -∞; 

（ⅰ）若1 0a+ ≤ ,即 1a -≤ ,则 ( ) (0) 1 0h x h a′ ′＜ = + ≤ ,故 ( )h x 在 ( 0)-∞， 递减,所以

( ) (0) 0h x h＞ = , ( )h x 在 ( 0)-∞， 无零点;   

（ⅱ）若1 0a+ ＞ ,即 1a ＞ - ,则 0 ( 0)x∃ ∈ -∞， 使 0( ) 0h x′ = ,进而 ( )h x 在 0( )x-∞， 递减,在

0( 0)x ， 递增, 0( ) (0) 0h x h＜ = 且 x→-∞ 时, 21( ) ( 1) ( 3 )
3

xh x e x x a= - - - → +∞ , ( )h x 在

0( )x-∞， 上有一个零点,在 0[ 0)x ， 无零点,故 ( )h x 在 ( ,0)-∞ 有一个零点. 

对 0x ＜ 恒成立，

故
2( ) xh x e x a′ = - + 在 ( 0)-∞， 递增， ( ) (0) 1h x h a′ ′＜ = + ，且 x→-∞

时， ( )h x′ → -∞；
（ⅰ）若 1 0a+ ≤ ，即 1a -≤ ，则 ( ) (0) 1 0h x h a′ ′＜ = + ≤ ，故 ( )h x 在

( 0)-∞， 递减，所以 ( ) (0) 0h x h＞ = ， ( )h x 在 ( 0)-∞， 无零点；  

（ ⅱ ） 若 1 0a+ ＞ ， 即 1a ＞ - ， 则 0 ( 0)x∃ ∈ -∞， 使 0( ) 0h x′ =
， 进 而 ( )h x 在 0( )x-∞， 递 减 ， 在 0( 0)x ， 递 增 ， 0( ) (0) 0h x h＜ = 且 

 
x→-∞时， 21( ) ( 1) ( 3 )

3
xh x e x x a= - - - → +∞， ( )h x 在 0( )x-∞， 上

有一个零

点，在 0[ 0)x ， 无零点，故 ( )h x 在 ( ,0)-∞ 有一个零点.

综合①②，当 1a -≤ 时有一个公共点；当 1 1a- ＜ ≤ 时有两个公共点；当

1a ＞ 时有三个公共点 
（ Ⅲ ） 由 （ Ⅱ ） 知 ， 1a = 时 ， ( ) ( )g x f x＞ 对 0x ＞ 恒 成 立 ， 即

1 ln( 1)xe x＞ + +

令
1

10
x = ，则

1
10 10951 ln1.1 1.0953

1000
e ＞ + ≈ ＞    

由（Ⅱ）知，当 1a = - 时， ( ) ( )g x f x＞ 对 0x ＜ 恒成立，

即
31 1

3
xe x x＞ + +

令

1
10

x = -
，则

1
310 1 1 1 2699( ) 1

3 10 10 3000
e
-
＞ - - + =

，

故有
101095 3000

1000 2699
e＜ ＜   

注：在第（Ⅲ）问中需要分别令参数 1a = ± 即构造不等式求解
评析：以上问题在高考试题中经常出现，在此类问题中，前（Ⅰ）问或（Ⅱ）

问中常考查参数的分类讨论，在解决后面问题时需要构建不等式，此时可以考虑利

用前面问题得到的结轮对参数取特殊值进行求解。

总结：导数是研究函数图像和性质的基本工具。利用导数求参数的取值范围问

题，是高考考察的重点和热点，导数是学习高等数学的基础，对中学生来说运算量

大，思维要求高，呈现的题型既有灵活多变的客观性试题，又有具有一定能力要求

的主观性试题，这要求学生解题时要掌握基本题型的解法，树立利用导数处理问题

的意识。

通过对导数的教学讲解，能够让学生初步理解利用导数解决不等式恒成立问

题，零点问题的基本方法并试着应用。 通过对不等式恒成立问题，零点问题的具

体解决，感受导数的工具性作用，巩固求函数单调区间，极值，最值的方法。通过

学习培养善于思考，分类讨论，化归转化的数学思想在解题时的应用。
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（Ⅱ）当 0＞a 时,因为 0＞x ,所以只要考查 )24()24()( 2 axaxxg -+-+= 的符号. 

由 0)24(4)24( 2 ≤---=∆ aa ,得 20 ≤＜ a , 

当 20 ≤＜ a 时, 0)( ＞xg ,从而 0)( ＞′ xf , )(xf 在区间 ),0( +∞ 上单调递增; 

当 2＞a 时,由 0)( =xg 解得 aaax 22 2 -+-= .   6分 

当 x变化时, )(xf ′ 与 )(xf 的变化情况如下表: 

 

函数 )(xf 在区间 )22,0( 2 aaa -+- 单调递减,在区间 ),22( 2 +∞-+- aaa 上单调递

增. 

（Ⅲ）由（Ⅱ）知,当 2=a 时, )(xf 在区间 ),0( +∞ 上单调递增; 

所以 0)0(
2

2)1ln()( =＞
+

-+= f
x

xxxf , 即 )1ln(
2

2 x
x

x
+＜

+
对任意 ),0( +∞∈x 成立. 

    

取
k

x 1
= , nk ,,3,2,1 …= ,  得

12 1ln(1 )1 2
k

k
k

＜ +
+

, 即 kk
k

ln)1ln(
12

2
-+＜

+
,

nk ,,3,2,1 …= .   

将上述 n个不等式求和,得到: ∑∑
==

-+＜
+

n

k

n

k
kk

k 11
]ln)1[ln(

12
2

, 

即不等式 1ln
12

1
5
1

3
1

+＜
+

+++ n
n

… 对任意 *N∈n 成立.    

注:第（Ⅲ）问中需要令参数 2=a 即可构造不等式求解 

 

【例题 2】函数 3

ln( 1), 0
( ) 1 , 0

3

a x x
f x

x ax x

+ ≥=  - ＜

, ( ) 1xg x e= - . 

（Ⅰ）当 0a ＞ 时,求函数 ( )f x 的极值; 


