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一、二重积分转化为累次积分，恰当选取积分顺序

根据积分区域以及被积函数把重积分转化为累次积分时，需要考虑积分顺序的

选取。用Ｄ表示积分区域，按照积分顺序的不同，则可以分为Ｘ型和Ｙ型区域。积

分顺序的不同可能导致计算难度的不同，也可能仅有一种积分顺序可以算出结果而

另一种顺序算不出，所以要恰当选择积分顺序来进行二重积分的运算。

例1 计算
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解：画出积分区域Ｄ的图形，求出各个交点。

三个交点分别为

 

 
 

   832099 

 
   

 

 

1 
2

2
D

x d
y

 D 2, xy=y y x   

 

   1 ,2 , 1,1 , 2,2
2

 
 
 

 

1 D y  

     1 2y       

     
1 x y
y
   

 

2 2 32 2
12 2 21 1

222

5 41
1

1
13

1 1 1 1 8 1
3 3 2 4 1 9 2

y

yD

yx x xd d y d x d y
y y y

y

yy d y
y y


 

   
 

  
       

   

    



 

2 D x  
D D=D1 D2 

 

:D   

（1）若把D看做 y 型区域
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（2）若把D看做 x 型区域

D可以分成两部分，
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D2: 

根据以上计算可知，先积ｘ后积ｙ或是先积ｙ后积ｘ，两种方法都能积出来，

但是计算难度不一样；一种计算简便另一种较为复杂。因此，计算二重积分时，要

恰当选取积分顺序，以便简化计算。

例2 计算
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解：画出积分区域D，求出各个交点，显然区域D既是 x 型区域又是D型区域。

（1）若把积分区域看成 x 型区域，则
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无法用初等函数表示，所以
积分值无法算

出。

（2）若把积分区域看成D：型区域，则
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根据以上计算可知，先积ｘ后积ｙ

或是先积ｙ后积ｘ，两种方法有可能仅有一种能积出来。因此，计算二重积分时，

要恰当选取积分顺序，一种积分顺序计算不出来时，改变运算顺序可能能够得到答

案。此时，就不能够靠交换积分顺序来简化计算了。

二、利用积分区域的对称性及被积函数的奇偶性计算特殊的二重积分

利用积分区域的对称性及被积函数的奇偶性计算二重积分和定积分的计算一

样，对积分区域具有一定的对称性且被积函数为奇函数或偶函数的二重积分，利用

对称性可以极大的简化二重积分的计算过程。当积分区域不具有对称性时，我们可

以尝试着将区域划分为几个部分，使其中的某些部分具有对称性，这样就可以将原

积分分成几部分分别计算，从而到达简化整个积分计算的目的。

定理：
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 2 3 2 3sin 4 = sin +

+ 4 0+0+ 4 4 4

x x

D D D

D D

y x y e dxdy y xdxdy y e dxdy

dxdy dxdy 

 

  

  

 
 

 

4 3 cos ,
D

y xdxdy D 3,y x y x   

；

( ⅱ ) 若 被 积 函 数 为 关 于 x 的 偶 函 数 且 ( ),x y D∈ ， 则 

 

 
 

 1 D y  ,f x y D  

 i x  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii x  ,x y D    
1

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

1D D y  

 2 x  ,f x y D  

 i y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii y  ,x y D    
2

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

2D D x  

 3 D  ,f x y D  

 i ,x y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii ,x y  ,x y D      
1 2

, 2 , 2 ,
D D D

f x y d f x y d f x y d       

,x y

 

3  2 3sin 4 ,x

D

y x y e dxdy  2 2: 4D x y   

D x y 3 xy e y 2 siny x

x  
3 0x

D

y e dxdy  2 sin 0
D

y xdxdy   

 2 3 2 3sin 4 = sin +

+ 4 0+0+ 4 4 4

x x

D D D

D D

y x y e dxdy y xdxdy y e dxdy

dxdy dxdy 

 

  

  

 
 

 

4 3 cos ,
D

y xdxdy D 3,y x y x   

，其中D1为D中位于y轴右半部分区域。

(2)当积分区域Ｄ关于 x 轴对称，被积函数 ( ),f x y 在D上连续时，

(ⅰ)若被积函数为关于y的奇函数且( ),x y D∈ ，则

 
 

 1 D y  ,f x y D  

 i x  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii x  ,x y D    
1

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

1D D y  

 2 x  ,f x y D  

 i y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii y  ,x y D    
2

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

2D D x  

 3 D  ,f x y D  

 i ,x y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii ,x y  ,x y D      
1 2

, 2 , 2 ,
D D D

f x y d f x y d f x y d       

,x y

 

3  2 3sin 4 ,x

D

y x y e dxdy  2 2: 4D x y   

D x y 3 xy e y 2 siny x

x  
3 0x

D

y e dxdy  2 sin 0
D

y xdxdy   

 2 3 2 3sin 4 = sin +

+ 4 0+0+ 4 4 4

x x

D D D

D D

y x y e dxdy y xdxdy y e dxdy

dxdy dxdy 

 

  

  

 
 

 

4 3 cos ,
D

y xdxdy D 3,y x y x   

；

( ⅱ ) 若 被 积 函 数 为 关 于 y 的 偶 函 数 且 ( ),x y D∈ ， 则 

 

 
 

 1 D y  ,f x y D  

 i x  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii x  ,x y D    
1

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

1D D y  

 2 x  ,f x y D  

 i y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii y  ,x y D    
2

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

2D D x  

 3 D  ,f x y D  

 i ,x y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii ,x y  ,x y D      
1 2

, 2 , 2 ,
D D D

f x y d f x y d f x y d       

,x y

 

3  2 3sin 4 ,x

D

y x y e dxdy  2 2: 4D x y   

D x y 3 xy e y 2 siny x

x  
3 0x

D

y e dxdy  2 sin 0
D

y xdxdy   

 2 3 2 3sin 4 = sin +

+ 4 0+0+ 4 4 4

x x

D D D

D D

y x y e dxdy y xdxdy y e dxdy

dxdy dxdy 

 

  

  

 
 

 

4 3 cos ,
D

y xdxdy D 3,y x y x   

，其中D2为D中位于 x 轴上半部分区域。

(3)当积分区域D关于原点对称，被积函数 ( ),f x y 在D上连续时，

(ⅰ)若被积函数为关于 ,x y的奇函数且( ),x y D∈ ，则

 
 

 1 D y  ,f x y D  

 i x  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii x  ,x y D    
1

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

1D D y  

 2 x  ,f x y D  

 i y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii y  ,x y D    
2

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

2D D x  

 3 D  ,f x y D  

 i ,x y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii ,x y  ,x y D      
1 2

, 2 , 2 ,
D D D

f x y d f x y d f x y d       

,x y

 

3  2 3sin 4 ,x

D

y x y e dxdy  2 2: 4D x y   

D x y 3 xy e y 2 siny x

x  
3 0x

D

y e dxdy  2 sin 0
D

y xdxdy   

 2 3 2 3sin 4 = sin +

+ 4 0+0+ 4 4 4

x x

D D D

D D

y x y e dxdy y xdxdy y e dxdy

dxdy dxdy 

 

  

  

 
 

 

4 3 cos ,
D

y xdxdy D 3,y x y x   

；

( ⅱ ) 若 被 积 函 数 为 关 于 ,x y 的 偶 函 数 且 ( ),x y D∈ ， 则 

 

 
 

 1 D y  ,f x y D  

 i x  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii x  ,x y D    
1

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

1D D y  

 2 x  ,f x y D  

 i y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii y  ,x y D    
2

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

2D D x  

 3 D  ,f x y D  

 i ,x y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii ,x y  ,x y D      
1 2

, 2 , 2 ,
D D D

f x y d f x y d f x y d       

,x y

 

3  2 3sin 4 ,x

D

y x y e dxdy  2 2: 4D x y   

D x y 3 xy e y 2 siny x

x  
3 0x

D

y e dxdy  2 sin 0
D

y xdxdy   

 2 3 2 3sin 4 = sin +

+ 4 0+0+ 4 4 4

x x

D D D

D D

y x y e dxdy y xdxdy y e dxdy

dxdy dxdy 

 

  

  
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4 3 cos ,
D

y xdxdy D 3,y x y x   

；

所以，要想正确利用积分区域的对称性简化运算，既要考虑区域是否关于 ,x y
轴对称，还要考虑被积函数在该区域上的奇偶性，从而正确迅速地得出结果。下面

几道例题可以通过积分区域的对称性及被积函数的奇偶性来简化运算。

例3计算

 
 

 1 D y  ,f x y D  

 i x  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii x  ,x y D    
1

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

1D D y  

 2 x  ,f x y D  

 i y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii y  ,x y D    
2

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

2D D x  

 3 D  ,f x y D  

 i ,x y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii ,x y  ,x y D      
1 2

, 2 , 2 ,
D D D

f x y d f x y d f x y d       

,x y

 

3  2 3sin 4 ,x

D

y x y e dxdy  2 2: 4D x y   

D x y 3 xy e y 2 siny x

x  
3 0x

D

y e dxdy  2 sin 0
D

y xdxdy   

 2 3 2 3sin 4 = sin +

+ 4 0+0+ 4 4 4

x x

D D D

D D

y x y e dxdy y xdxdy y e dxdy

dxdy dxdy 

 

  

  
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4 3 cos ,
D

y xdxdy D 3,y x y x   

其中积分区域

 
 

 1 D y  ,f x y D  

 i x  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii x  ,x y D    
1

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

1D D y  

 2 x  ,f x y D  

 i y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii y  ,x y D    
2

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

2D D x  

 3 D  ,f x y D  

 i ,x y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii ,x y  ,x y D      
1 2

, 2 , 2 ,
D D D

f x y d f x y d f x y d       

,x y

 

3  2 3sin 4 ,x

D

y x y e dxdy  2 2: 4D x y   

D x y 3 xy e y 2 siny x

x  
3 0x

D

y e dxdy  2 sin 0
D

y xdxdy   

 2 3 2 3sin 4 = sin +

+ 4 0+0+ 4 4 4

x x

D D D

D D

y x y e dxdy y xdxdy y e dxdy

dxdy dxdy 

 

  

  

 
 

 

4 3 cos ,
D

y xdxdy D 3,y x y x   

。

解：由于积分区域 D 关于 x 轴和 y 轴对称，且被积函数 3 xy e 为关于 y 的奇函

数， 2 siny x为关于 x 的奇函数，

则

 
 

 1 D y  ,f x y D  

 i x  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii x  ,x y D    
1

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

1D D y  

 2 x  ,f x y D  

 i y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii y  ,x y D    
2

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

2D D x  

 3 D  ,f x y D  

 i ,x y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii ,x y  ,x y D      
1 2

, 2 , 2 ,
D D D

f x y d f x y d f x y d       

,x y

 

3  2 3sin 4 ,x

D

y x y e dxdy  2 2: 4D x y   

D x y 3 xy e y 2 siny x

x  
3 0x

D

y e dxdy  2 sin 0
D

y xdxdy   

 2 3 2 3sin 4 = sin +

+ 4 0+0+ 4 4 4

x x

D D D

D D

y x y e dxdy y xdxdy y e dxdy

dxdy dxdy 
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4 3 cos ,
D

y xdxdy D 3,y x y x   

，

 
 

 1 D y  ,f x y D  

 i x  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii x  ,x y D    
1

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

1D D y  

 2 x  ,f x y D  

 i y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii y  ,x y D    
2

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

2D D x  

 3 D  ,f x y D  

 i ,x y  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii ,x y  ,x y D      
1 2

, 2 , 2 ,
D D D

f x y d f x y d f x y d       

,x y

 

3  2 3sin 4 ,x

D

y x y e dxdy  2 2: 4D x y   

D x y 3 xy e y 2 siny x

x  
3 0x

D

y e dxdy  2 sin 0
D

y xdxdy   

 2 3 2 3sin 4 = sin +

+ 4 0+0+ 4 4 4

x x

D D D

D D

y x y e dxdy y xdxdy y e dxdy

dxdy dxdy 
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4 3 cos ,
D

y xdxdy D 3,y x y x   

于是

 
 

 1 D y  ,f x y D  

 i x  ,x y D  , 0
D

f x y d   

 ii x  ,x y D    
1

, 2 ,
D D

f x y d f x y d    

1D D y  

 2 x  ,f x y D  

 i y  ,x y D  , 0
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根据以上计算可知，当积分区域为对称区域时考虑被积函数的奇偶性可以极大
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解 ： 显 然 积 分 区 域 关 于 原 点 对 称 ， 被 积 函 数 3 cosy x 为 奇 函 数 ， 
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所以这道题利用积分区域的对称性及被积函数的奇偶性可以直接口算出答案，

从而极大地简化了运算。

例 5 设 D 是 xoy 平 面 上 以 点 ( ) ( )1,1 , 1,1− 和 ( )1, 1− − 为 顶 点 的 三 角 形 区 
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。

如图所示，积分区域既不关于 x 轴对称，也不关于y轴对称，但我们可以通过

划分区域，使区域具有对称性。

解 ： 将 区 域 D 划 分 为 D 1和 D 2， 则 D 1和 D 2分 别 关 于 x 轴 和 y 轴 对

称 。 由 于 被 积 函 数 中 的 xy 在 区 域 D 1 上 是 关 于 变 量 y 的 奇 函 数 ，

直角坐标系下二重积分的几种简便计算方法
孙晓斐

（石河子大学师范学院　新疆　石河子　832099）
[摘　要] 二重积分可用于求解空间立体体积和曲面面积，它在物理、化学等学科有着广泛的应用。尤其在物理力学中，二重积分有着不可代替的作用。研究二重积分

的计算方法，并进行计算的简化可以给二重积分的应用带来方便。计算二重积分的常规算法是：将其化成累次积分再进行计算。在转化成累次积分时，积分顺序的选取非常

重要，这是简化运算过程中非常重要的一个方面。但是，将二重积分转化为累次积分这一过程很繁琐，若从积分区域的对称性和被积函数的奇偶性入手，也可以进行二重积

分的简便计算。所以，本文从这两个方面来看直角坐标系下的二重积分的简便计算方法。

[关键词] 积分顺序；对称性；奇偶性
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在 区 域 D 2 上 是 关 于 变 量 x 的 奇 函 数 ； cos sinx y 在 区 域 D 1 上 是 关 于

变 量 y 的 奇 函 数 ， 在 区 域 D 2 上 是 关 于 变 量 x 的 偶 函 数 。 从 而 ， 
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, （ 其 中 D 3为 D 2在 y 轴 右 侧 部 分 ） ， 所 以 ，
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根据以上计算可知，在计算二重积分时，首先画
出积分区域然后

细心观察积分区域图形，确定积分区域是否具备对称性，若不对称是否可以将积分

区域进行划分，变不对称为对称，然后利用积分的可加性将被积函数进行合理的拆

分、组合，有意识地应用二重积分的积分区域的对称性和被积函数的奇偶性，从而

大大减少计算量，做到简化二重积分的计算，优化解题方法。

三、总结

在进行二重积分问题的计算时，首先要观察积分区域以及被积函数，若积分区

域具有对称性，被积函数具备奇偶性计算将会大大简化，但不要忽略隐形的积分区

域的对称性，遇到这种积分区域要把积分区域进行划分使其具备对称性，所以在解

题过程中要具备应用对称性的这种意识，能够在面对一些不具有对称性的积分区域

时对其进行人为加工使其具备对称性，灵活的简化计算。当然，还要注意累次积分

的计算顺序，恰当的选取适当的顺序可以大大的简化计算，减少计算量，优化解题

方法，以快速解题。
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一、立足课堂，有效积累

《教育心理学》指出：“在儿童的记忆仓库中，丰富的语言材料的储备，是

理解和运用语言能力的必要条件，也是提高思维能力和智能活动水平的基础。这个

‘储备’的手段，就是背诵。不背诵是不会将规范的书面语言‘植入’记忆的仓

库，内化为自己的语言的。”教材是学生学习的极好材料，课例中优美的语言，写

作技巧、表达方式等，这些都是学生必须学会和掌握的。古人云：“书读百遍，其

义自见”是很有道理的，课堂上反复阅读、背诵，使学生无形之中积累了丰富的词

汇和写作技能。

《匆匆》是现代著名作家朱自清的一篇脍炙人口的散文。文章紧紧围绕着“匆

匆”二字，细腻地刻画了时间流逝的踪迹，表达了作者对虚度时光感到无奈和惋

惜。全文语言优美，内容趣味性强，运用了大量对比，比喻，排比，拟人的修辞手

法，语言生动具体。而且大多数句子都是一些短句，适合朗读、背诵，值得积累。

教学中，重点引导学生深入地读，富有个性地悟，结合自己内心的情感体验去

读，去倾听，倾听作者的彷徨，倾听作者的无奈，倾听作者的伤感……及对人生的

思索。让学生在阅读中揣摩，在阅读中体会，在阅读中领悟，在交流和讨论中说出

自己的看法，作出自己的判断，积累其优美的语言，体会其浓厚的情感，并结合实

际练习仿写片段，从而与作者产生共鸣，达到积累与运用的有机结合。一课教完，

学生也积累许多好词佳句、掌握了一些表达方法，为写作能力的提高打下了基础。

在习作《舞狮“大会”》中，颐淼同学这样写到：接着，老师给我们表演了一段舞

狮，只见那头狮子时而张开血盆大口，仿佛要把我们吞如腹中，女生们吓得连连后

退；时而摆出威武的姿态，向我们炫耀、示威；时而转过身子，将屁股摇来晃去，

和我们嬉戏、玩耍，我们看得津津有味，连连叫好。描写细腻、生动，读来有身临

其境之感。

二、诵读经典，强化积累

所谓“书到用时方恨少”，这“少”字的含义有二：一是读的少，二是记住的

少。语文教学中，要让学生多读点，多积累些，天长日久，待到说话作文时便能呼

之即出，信手拈来。我们利用晨诵、课前诵、午读等时间指导学生熟读、背诵、积

累《中华诵经典诵读》，小学一至六年级必背的古诗词及经典名句。“好记性不如

烂笔头”，我们每个学生都有一个积累本，每周一到周五按要求积累相关内容：歇

后语、诗词、成语、名言……并要求学生熟读、理解、背诵，学习对子、组长定时

检查，有时还组织积累比赛，日积月累，学生的语言储备越来越丰富，习作中也能

不时冒出些好词佳句。如；眼睛的地位养尊处优，上有眉毛为她遮风挡雨，旁有耳

朵为她探听情况，下有鼻子、嘴巴为她层层把关。都说“眼睛是心灵的窗户”，是

她让人们看到了柳绿花红、小桥流水；是她让人们学会了各种知识；是她让人们有

了生命的保障...没有她，我们的世界将一片黑暗。

三、课外阅读，多角度积累

“读书破万卷，下笔如有神”一语道出了提高写作能力必须更多的读书。课

外阅读可以扩大阅读量，让学生学习课堂中学不到的知识，拓宽知识面，可以让学

生从不同的角度进行积累，可以提高学生的阅读、写作能力。进行课外阅读重要的

是养成良好阅读的习惯，有了阅读的习惯和方法，学生就能从广泛的课外书籍中积

累语言材料。孩子们每天至少阅读三十分钟以上的课外书，并定期交流、汇报，做

阅读小报，多数学生已养成习惯，读书的积极性高涨，已收到良好的效果。在日记

中，他们常常把自己的阅读感受和见解表达出来与大家分享。小栩曾这样评价：诸

葛亮上知天文，下知地理，更会识人，他运用计谋，巧用大雾，不但使曹军损失上

十万支箭，还成功挫败了周瑜的谋害。他知道周瑜让他借箭的真正目的，但为了保

证双方得利益，便运用自己的智慧，使得周瑜无话可说，只能甘拜下风。实在令人

佩服！

四、坚持日记，运用积累

在《语文课程标准》的各学段目标中也都提到：“在写话习作中运用自己积累

的语言材料。”学生有意识地在运用已有的积累语言，是深化积累的最佳方法。

坚持写日记是积累语言的最好方式，也是练笔的最佳途径，由于日记的内容

很广，可写听到的、看到的、也可写想到的。叶老曾说：“惟有从生活中多方面去

体验，把社会所得一点一点地积累起来，积累得多了，了解才越见深切。”这句

话，道出了生活实践对语言积累的深刻影响。所以，要培养学生善于观察生活，乐

于记录生活的好习惯，帮助学生在脑海中不断积累多种表象。首先教师要指导学生

从不同角度，不同侧面去观察生活，做生活中的有心人，培养留心周围事物和养成

写日记的良好习惯。其次把发现的生活中闪光的东西，通过描绘、叙述等形式，呈

现在日记中。教学中，充分尊重学生的个性化表述：题目自拟，内容自选，让学生

自由表达和有创意的表达。孩子们坚持练习写日记，从中收获了许多喜悦和成功。

一次，我们写一个熟悉的同学：聪明能干、幽默风趣的秋实、热心助人的小胖子鹏

超、酷爱阅读的“墨香肉枕头”康婷、运动健将孙婕等个性鲜明的同学形象便跃然

纸上，读来感觉亲切自然，活灵活现。

作为语文教师，我们要利用多种形式调动学生积累语言的积极性，逐渐养成积

累语言的习惯，让丰富的语言积累成为学生乐于习作、表达的原动力！
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有效积累，助力学生习作表达
李淑琴

（重庆市长寿区第二实验小学　重庆　长寿　401220）
[摘　要] 丰富学生的语言积累，提高学生的习作能力，这是当前小学语文教学不容忽视的一个重要目标。《语文课程标准》明确提出“具有独立阅读能力，有较丰富

的积累，能具体明确、文从字顺地表达自己的见闻、体验和想法。”积累语言是个长期过程，很难做到一蹴而就，只有“厚积”才能“薄发”。在语文教学中，我们应该重

视培养学生良好的积累习惯，立足于课内，着眼于课外，引导学生有效积累，最终为提高的学生写作水平奠定坚实的基础。
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