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复变函数多值性的教学案例与思考
朱熙湖

广州番禺职业技术学院公共课教学部

[摘　要]复变函数的知识结构，总体和高等数学相似，但存在一些本质的差别，例如复变函数的多值性，本文通过对对数函

数多值性的一个结论的验证，在教学活动中实现师生的互动，不仅让师生对复对数函数的多值性进行深入思考和再认识，同时也

提供了通过提出小问题，调动学生积极性的几点思考.
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一、引言

笔者多次担任《复变函数》的教学工作，选用的教材是

西安交通大学高等数学教研室编写的《复变函数》（第四

版）[1]。复变函数课程，它的知识体系几乎是高等数学的翻

版。在高等数学中，知识结构是函数、极限、连续、导数、

积分的编排顺序，循序渐进，层层推进。到复变函数中，也

是这样的结构层次。然而，在一些地方，二者之间的差别还

是很大的。比如在初等函数部分，高等数学是按照幂函数、

指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数的顺序逐一介

绍的，给人一种由简到繁的层次感。而复变函数中，因为讨

论范围从实数到了复数，数域变了，函数就不一定能够遵循

实数范围的约定，所以要重新定义。复变函数里面的初等函

数，是先从指数函数入手，做好约定，验证这样的约定合理

后，再由它出发，来定义三角函数、对数函数、幂函数。复

数的表示中，因为有了明显的几何意义，辐角出现了多值

性，这给学生的学习带来了不少困扰。

二、一个关于复变函数多值性的讨论

本学期在讲授复变函数中初等函数部分，有关对数函数

Lnz的性质，教材里有这样的结论：等式 1 2 1 2Ln( ) Ln +Lnz z z z= ，
1

1 2
2

Ln( ) Ln Lnz z z
z

= - 成 立 ， 而 当 1n > 时 ， 等 式 Ln Lnnz n z= 和
1Ln Lnn z z
n

= 不再成立. 四个式子教材都没有给出证明，前面两

式，利用对数函数的定义，容易验证其成立. 第三个式子

Ln Lnnz n z= ，可以这样证明：设 iz re θ= ，则 n n inz r e θ= 于是

Ln ln| | Arg( ) ln| | 2n nz n z i z n z in k iθ π= + = + + ， 0, 1, 2k = ± ± ，

Ln (ln| | Arg ) ln| | 2n z n z i z n z in nk iθ π= + = + + ， 0, 1, 2k = ± ± 
，

前者取值显然要比后者多，故两式不等. 最后一个式子

我让学生自己验证，只是把教材给出结论告诉他们：
1Ln Lnn z z
n

＝
（当 1n > 时）不成立。正好教材课后习题中第17

题，要求判断后两式在 2n = 时是否成立，我就把它作为课后

作业布置给学生了.

大多数学生的作业中，对
1Ln Ln
2

z z＝ 是否成立，是这样

证明的：设 iz re θ= ，则 2
i

z re
θ

= ，于是
1Ln ln | | Arg ln ( 2 )
2 2

z z i z r i kθ π= + × = + + ， 0, 1, 2k = ± ± ，
1 1 1Ln (ln | | Arg ) ln ( )
2 2 2 2

z z i z r i kθ π= + × = + + ， 0, 1, 2k = ± ± ，

这样，后者比前者取值要多，故两式不等.

上述解答过程教科书般的解答，我一直没质疑过。可是

有学生提出不同的见解，他认为等式
1Ln Ln
2

z z＝ 是成立的。理

由是 z 是多值函数，它的对数应该取其所有的分支的对数，

这样一来，两边取值是一样多的. 开始我认为应该是这个学

生计算时出了错，我按照他的理解验证后，得出的结果确实

与这位学生所说的吻合. 因为设
iz re θ= ，则

1
2

2 2(cos sin )
2 2

m mz r iθ π θ π+ += + ，
0,1m =

，

于是

1
2

0 (cos sin )
2 2

w r iθ θ= + ，
1
2

1 [cos( ) sin( )]
2 2

w r iθ θπ π= + + +
，

故 Ln z 的值由

0
1Ln ln ( 2 ), 0, 1, 2
2 2

w r i k kθ π= + + = ± ± ，

和

1
1Ln ln [ (2 1) ], 0, 1, 2
2 2

w r i k kθ π= + + + = ± ± ，

两部分构成. 由此可知，它的取值与
1 Ln
2

z 完全相同，这

就说明：
1Ln Ln
2

z z= .

我讲授复变函数已经好几年了，从来没有质疑过第一种

解答方式，因为课本已经明确给出结论，等式不成立，只是

没有给出具体解释，把推导的机会留个读者。我以往教过

的学生中，也从来没有人提出过不同意见。我又查阅了陈

小柱，张立卫编写的大连理工大学出版社出版的《线性代

数·复变函数·概率统计习题全解（同济二版·西安交大四

版·浙大二版）》的习题解答[2]，他们给出的解答与前面所

述的大部分学生的证明方法完全一致。仔细想来，习题解答

和前面大多数学生给出的解答过程是有问题的。原因就在于

z 是多值的，而他们在证明中，对多值函数 z ，只取了其中

一个分支的值 2
i

re
θ.

但是，我也不敢急于下结论，。其一，我担心自己推导

中有什么地方没考虑周全；更主要的是，我认为教材经过四

版使用，我想它给出的结论应该是反复推敲过的. 为了稳妥

起见，于是我向其他老师请教. 他推导后，告诉我二者应该

是相等的，这让我吃了一颗定心丸，准备给学生上习题课时

就告诉他们正确的解答.

真是一波不平一波又起，这时有学生又有了新的解答，
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证明出等式不成立. 证明是这样的：由已经推导的结论：

2Ln 2Lnz z¹ ，在式中，令 z z= ，则有
2Ln( ) 2Lnz z¹ ，即

Ln 2Lnz z¹ ，两边同时乘以
1
2
得

1 Ln Ln
2

z z¹ . 即所证.

上述推理看来似乎天衣无缝，它完全合乎咱们在常理下

的推导，那推理究竟正确与否？同事的一个问题启发了我，

他问：我们可以证明 1 2 1 2Ln Ln Lnz z z z= + ，那么
2Ln 2Lnz z= 为什

么不成立呢？

我忽然想到，都是多值惹的祸. 仔细推敲，我们会发现学

生上面的推理没有考虑到 z 的多值性， 2Ln( ) 2Lnz z¹ ，前者

只有一个值，而后者有两个. 因为 1 2 1 2Ln Ln Lnz z z z= + 成立，所以

必有 2Ln Ln Lnz z z= + ，但是
2Ln 2Lnz z¹ ，由此可知，问题实质上

在于： 2Ln Ln Lnz z z¹ + . 为何？我把这个问题留给了学生.

其实不难解释：设 ( )f z 为多值函数，若 0z z= 时， 0( )f z 有

两个取值1和2，则 02 ( )f z 取值为2和4，而 0 0( ) ( )f z f z+ 有三个值

2，3和4.

然 而 ， 讨 论 到 此 ， 最 重 要 的 收 获 ， 已 不 再 是

“
1Ln Ln
2

z z=
”或“ 2Ln 2Lnz z= ”成立与否的决断，而是我和

学生一起对复变函数的多值性经历了一次真正的体验和认真

的思考。

三、几点思考

1.小问题总能激发小思考。此次复变函数的课后作业，

安排给学生解决的，是一个小问题（验证一个等式是否成

立），跟整个复变函数知识体系比起来，这个小问题微乎其

微，就如同沧海之一粟，对整个复变函数的学习，不会起到

任何决定作用。然而，就是因为这是一个小问题，学生觉得

自己有能力去解决它，才会不遗余力地对它进行深入思考，

反复琢磨，终于有所发现。如果留个学生的是一个高大上的

深奥晦涩的大问题，学生可能望而生畏、敬而远之，那就根

本调动不了他们的积极性。这让我想到，数学王子高斯，他

最引以为傲的成果，是年轻的时候，解决了尺规作图，做一

个正十七边形，高斯晚年的时候说到：希望他去世后，把他

的墓碑的底座做成正十七边形。高斯的一生，在数学领域硕

果累累，可见他多么的看中这一成就。然而，据说高斯是在

完全不知道这是一个公开难题的情况下，解决了这一问题

的，如果让他知道，这是公开问题，也许他就望而生畏了。

一句话，教学生，要多布置一些他们可以触及的小问题，引

发他们思考，养成爱思考的习惯。

2.小成就一定能带来小兴趣。兴趣是最好的老师，学习

任何一门知识，都要先让学生保持兴趣，让他们尝到甜头，

获得成就感，哪怕解决了一个小小的问题，这对他们来说，

都会让他们自信满满。学生有了信心，就会去思考更难的问

题，解决更加复杂的东西，知识面逐步变宽，解决问题的能

力也就慢慢锻炼出来了。小问题激发小思考，小思考获得小

成就，小成就带来小兴趣，如此良性循环，让学生从此爱上

学习。这就是小问题，推动小进步的一种教学模式.

3.挑战权威向来都需要勇气。当我们面对权威的时候，一

般会选择顺从，教师如此，学生更是如此。面对一本由多个专

家编写、已经多年使用、经过多次修订的优秀教材，里面的每

一个定义，每一个定理，每一个结论，都是经过反复推敲的，

一般是不会错的。但是专家也是人，平凡的人，他们也会有思

维定式，有思考的盲区。他们的注意力，更多的是集中在知识

体系上，可能会忽略一些小细节的斟酌。对于讲授课程的普

通教师来讲，也容易产生惯性思维，相信书里那些都是真的，

缺乏一种咬文嚼字的精气神，有时候，这也是一种惰性，不想

去多想，选择相信权威。对于学生，绝大多数人学习知识都是

浅尝搁置，很少深入思考，只有极少数的孩子，初生牛犊不怕

虎，有一股子率直，乐于思考，敢于说不。我们要爱护他们，

给予他们更多勇气，同时还要引导他们，成就他们，这是我们

的责任。长江后浪推前浪，希望一代更比一代强，社会的进

步，需要敢于挑战权威的新一代。

4.教学相长从来就不是空话。老想起孟子说的，作为一

个老师，最大的快乐，就是得天下英才而教之。学高为师身

正为范，名师出高徒，为师的要足够优秀，足够称职，具有

高超的专业技能，优良的道德品质，才能交出德才兼备的好

学生。发过来，好学生也能成就好老师，学生勤于思考，勇

于提问，敢于质疑，这会促使老师，不断学习，提高技艺，

完善自我。就像孔老夫子和弟子们之间，学生的提问，激发

老师的思考，才能留下儒学经典《论语》。教师和学生应该

是相互促进、教学相长的关系。好老师的最大期望就是：有

一天，自己教出的学生超过自己。
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