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[摘　要]本文以“哈恩-巴拿赫(Hahn-Banach)定理”为中心，叙述定理的定义，包括其证明过程以及证明过程中所运用到

的基本思想。关于在定理的证明过程中，实的哈恩-巴拿赫(Hahn-Banach)定理，利用超穷归纳法分三部分去说明；复的哈恩-

巴拿赫(Hahn-Banach)定理，通过证明实空间上的哈恩-巴拿赫(Hahn-Banach)定理可知，实函数的延拓是一定成立的，那么如

果多了虚部是否依旧可以成立是这一部分所要探讨的内容。
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1 实数域上的哈恩-巴拿赫(Hahn-Banach)定理

1.1 实数域上哈恩-巴拿赫(Hahn-Banach)定理的定义

设X是实线性空间，p(x)是X上次线性泛函。若f是X的子

空间Z上的实线性泛函，且被p(x)控制，即满足

( ) ( ),f x p x x Z≤ ∈  

则存在X上的实线性泛函 f ，使得当 x∈ Z时，有

( ) ( )f x f x= ，并且在整个空间X上仍被p(x)控制，

( ) ( ), .f x p x x X≤ ∈

[2]

1.2  定理的证明

证明：（i）先考虑一个点的延拓：

a.若Z=X，则f便是在X上定义的，f本身就在全空间上，

则延拓一定成立。

b.若Z≠X，则可以找到X上的一点不在Z中，将其取作

x1，即任取一点x1∈X/Z,那么x1与Z张成的线性子空间用Z1来表

示，先进行第一步延拓，将原本在Z上的有界线性泛函延拓到

Z1上，即 1 1{ | , }Z x x x Z Rλ λ= + ∈ ∈
假设Z为一维空间，如图所示取一点x1，形成 1x ，那么Z1

即x1与Z张成的子空间就是x1所在直线与Z所在直线形成的一

维平面，选取Z中一点x1，将所在直线平移即可得到Z1，平移

所得本身应该为无穷多且密集，f为定义在子空间上的实线性

泛函，想要让其延拓到这个子空间Z1上，平面上的有界线性

泛函理应也是一个平面，即过这条直线的平面，由此进行延

拓。延拓容易做到，还有更加重要的一点就是要保持范数不

变，在这里我们所指的f是算子范数，直观的理解就是f所在直

线斜率的绝对值，想要保持算子范数不变则说明平面应在一

定的范围之内。

在Z1上定义：

1 1( ) ( ) , ( , )f x x f x x Z Rλ λβ λ+ = + ∈ ∈          （1.1.1）

其中λβ表示一条直线，β表示的是这条直线的斜率，β

为适当的实数，满足:

1 1[ ( ) ] [ ( )]sup infZ Z
x Zx Z

f x f x x f x x f xβ
∈∈

− − ≤ ≤ − −       

	 （1.1.2）

	

不等式的左边，f(x)在x∈Z时其表示为一个数，算子范数

同样可看做是一个数(这些数不一定都是正数，会存在负数的

情况)，由此可得，整体便可表示为一个数，则不等式左边所

表示的就是在x变动时所表示数集的上确界，由此类推，不等

式右边表示的即为在x变动时所表示数集的下确界。β只有满

足在集合上确界和下确界范围之间变动，才能达到平衡，保

持范数相等。

容易验证，f1是Z1上的线性泛函，这样，我们把f延拓成

Z1上的线性泛函。说到线性，说明其满足可加性和齐次性，

即：

1 1 1 2 1 1 1 2 1[( ) ( )] ( ) ( )f x x y x f x x f y xα α α α+ + + = + + +

1 1 1[ ( )] ( )f k x x kf x xα α+ = +

将其代入定义中便可验证是否成立。线性性是容易验证

的。对于（1.1.1）来说，α=0时，f是在Z这个定义域上的，

显然此时，f1(x)=f(x)，即说明f1是f的延拓。

上述思想便是找到一个空间Z，由于Z并不是全空间，故

我们可以找到一点x11x Z∉Z，使x1与Z张成一个新的子空间Z1。同

理，还可以继续找到另一个点x2，x21x Z∉Z，使x2与Z张成一个新

的子空间Z2，进行再次分析，类似于数学归纳法，但是数学

归纳法本身是验证可数或者所谓的自然数上的命题，自然数

集上的命题，在泛函分析里称作可数集上的命题。在本证明

过程中，子空间Z1与Z相差不一定可数，故在这里所使用的数

学方法称作超穷归纳法。

式子(1.1.2)本身就是延拓，β的存在性便说明了式子成

立。事实上，对于
' '', ,x x Z∀ ∈

' '' ' '' ' '' ' ''
1 1( ) ( ) ( ) Z Z Zf x f x f x x f x x f x x f x x+ = + ≤ + ≤ − + +           

于是推出：

1 1( ) ( )sup Z Z
x Z

f x f x x x Z f x x f x
∈

− − ≤ ∈ + −       

，

' '',x x Z∀ ∈ 。即

1 1{ ( ) } { ( )}sup infZ Z
x Zx Z

f x f x x f x x f x
∈∈

− − ≤ + −       

（ii）以下证明这个延拓是保持范数不变的。

明确要证明延拓的同时保持范数不变的性质，因为已知

有界线性泛函延拓时范数不发生改变，故等式 1Z Zf f=    成
立。知

1
1

1 1
1

sup | ( ) |, , RZ
x x

f f x x x Z
λ

λ λ
+ =

= + ∈ ∈
 

 

1
sup | ( ) |,Z

x
f f x x Z

=
= ∈
 

 

到此，在λ=0时，上下两式相等关系，可事实上，λ可

f 1x x

1x

x
0

不等式的左边， ( )f x 在 x Z 时其表示为一个数，算子范数同样可看做是一个数(这些数不一定

都是正数，会存在负数的情况)，由此可得，整体便可表示为一个数，则不等式左边所表示的就是

在 x变动时所表示数集的上确界，由此类推，不等式右边表示的即为在 x变动时所表示数集的下确

界。 只有满足在集合上确界和下确界范围之间变动，才能达到平衡，保持范数相等。

容易验证， 1f 是 1Z 上的线性泛函，这样，我们把 f 延拓成 1Z 上的线性泛函。说到线性，说

明其满足可加性和齐次性，即：

1 1 1 2 1 1 1 2 1[( ) ( )] ( ) ( )f x x y x f x x f y x         

1 1 1[ ( )] ( )f k x x kf x x   
将其代入定义中便可验证是否成立。线性性是容易验证的。对于（1.1.1）来说， 0  时， f 是在

Z 这个定义域上的，显然此时， 1( ) ( )f x f x ，即说明 1f 是 f 的延拓。

上述思想便是找到一个空间Z ，由于Z 并不是全空间，故我们可以找到一点 1x Z ，使

1x 与Z 张成一个新的子空间 1Z 。同理，还可以继续找到另一个点 2x ， 2x Z ，使 2x 与Z 张成一

个新的子空间 2Z ，进行再次分析，类似于数学归纳法，但是数学归纳法本身是验证可数或者所谓

的自然数上的命题，自然数集上的命题，在泛函分析里称作可数集上的命题。在本证明过程中，子

空间 1Z 与Z 相差不一定可数，故在这里所使用的数学方法称作超穷归纳法。

式子(1.1.2)本身就是延拓， 的存在性便说明了式子成立。事实上，对于
' '', ,x x Z 

' '' ' '' ' '' ' ''
1 1( ) ( ) ( ) Z Z Zf x f x f x x f x x f x x f x x                   

于是推出： 1 1( ) ( )sup Z Z
x Z

f x f x x x Z f x x f x


             ，
' '',x x Z  。即

1 1{ ( ) } { ( )}sup infZ Z
x Zx Z

f x f x x f x x f x


           

（ii）以下证明这个延拓是保持范数不变的。

明确要证明延拓的同时保持范数不变的性质，因为已知有界线性泛函延拓时范数不发生改变，故等

式
1Z Zf f    成立。知

1
1

1 1
1

sup | ( ) |, , RZ
x x

f f x x x Z


 
 

   
 

 
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以在整个实数轴上变动，即上式的集合要更大，同时取上确

界，便可得 1Z Zf f≥    ，“≥”一定成立。那么接下来我们

只需再证明 1Z Zf f≤    即可：

1 1 1| ( ) | | ( ) | , ,Zf x x f x f x x x Z Rλ λβ λ λ+ = + ≤ + ∀ ∈ ∈   

     
	 （1.1.3）

即想要证明上式成立只需证明：

1( ) , ,Zf x f x x x Z Rλβ λ λ+ ≤ + ∀ ∈ ∈     	 （1.1.4）

这是因为在此式中将x换为-x，λ替换为-λ就可以得到：

1( ) Zf x f x xλβ λ+ ≥ − +    	 （1.1.5）

将（1.1.4）和由它推出的（1.1.5）结合起来便可

得到（1.1.3）。实际上，由于线性性，我们只需要证明

（1.1.4），（1.1.5）其中之一成立即可。

A 当λ=0时，（1.1.4）显然成立。

B 当λ＞0时，令x=λu，根据β满足（1.1.2）右端不等

式，即由

1 1[ ( ) ] [ ( )]sup infZ Z
x Zx Z

f x f x x f x x f xβ
∈∈

− − ≤ ≤ − −       

1

1 1 1

( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ( ))
( )

Z

Z Z Z

f x f u f u f u f u x f u
f u x f u x f x x
λβ λ λβ λ β λ

λ λ λ λ
+ = + = + ≤ + + −

= + = + = +
   

           

C 当λ＜0时，令x=-λu，根据β满足（1.1.2）左端不等

式，我们有：

1

1 1 1

( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ( ( ) )
( )

Z

Z Z Z

f x f u f u f u f u f u x
f u x f u x f x x
λβ λ λβ λ β λ

λ λ λ λ
+ = − + = − − ≤ − − − −

= − − = − + = +
   

           

到此即可说明，延拓以后的线性泛函保持原来的泛函

Zf  不变。
2 复的哈恩-巴拿赫(Hahn-Banach)定理的定义

2.1 复的哈恩-巴拿赫(Hahn-Banach)定理的定义

设X是实或复的线性空间，p(x)是X上次线性泛函，f(x)
是定义在X的子空间Z上的的实或复的线性泛函，且满足

| ( ) | ( ),f x p x x Z≤ ∈
则存在X上的线性泛函 f，它是f的延拓，且满足

| ( ) | ( ),f x p x x X≤ ∈ .[2]

2.2 定理的证明

在复的赋范空间，令

( ) ( ) ( ), ( )f x x i x x Gϕ ψ= + ∈
接下来讨论齐次性，假设对于复的赋范空间来说齐次性

是成立的，则会有 ( ) ( )f ix if x= 成立，此时等式左边为实数，
等式的右边却是复数，明显可得出等式并不成立。因此齐次

性只是在实数域内才成立。可加性在实数域和复数域内均成

立。

在复的赋范空间内，f(x)可以分为两部分，任何一个复数

都可以将其分为实部以及虚部，函数自然也就可以分为实部

函数和虚部函数两部分。根据上述定理的证明已知：实函数

可以延拓到整个空间上。 ( )xϕ 为实函数，即 ( )xϕ 可以延拓到

整个空间上，记为 0 ( )xϕ ；同理， ( )xψ 也为实函数，便也可以

延拓到整个空间上，记为 0 ( )xψ ；那 0 0 0( ) ( ) ( )f x x i xϕ ψ= + 是否
可以作为f(x)到全空间上的延拓，实际上是不可行的。因为这

种延拓方式完成后并不能保证线性性，也就是此证明刚开始

所提到的齐次性因为i的存在并不满足。

接下来讨论虚部函数与实部函数的内在关系。上述提

到， ( ) ( )f ix if x= 是成立的，故可得：

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ix i ix f ix if x i x xϕ ψ ϕ ψ+ = = = −

由等式左右两边实部与实部相等，虚部与虚部相等，

则：

( ) ( ), ( ) ( )ix x i ix i xϕ ψ ψ ϕ= − =

( )xψ 可以由 ( )xϕ 表示，即虚部函数可以由实部函数进行
表示，根据线性性可知，复的线性泛函的实部和虚部满足关

系：

( ) ( )ix xϕ ψ= −
到此，只需要延拓实部即可，虚部函数可由实部函数表

示。

实的赋范空间，一个空间为线性空间，线性空间对加法

运算封闭，数乘运算封闭，即：

,x y Z x Zα+ ∈ ∈
若是实的赋范空间，则数乘的α为实数，即实数的数乘

运算是封闭的。若为复的赋范空间，则α为复数，即复数的

数乘运算也是封闭的。

把X看作是实的赋范空间，则由此前进行的讨论所得结

果， ( )xϕ 作为实部函数可以保持范数不变地延拓为X上的实

线性泛函 0 ( )xϕ ，则可得到：

0 0( ) ( ) [ ( )]F x x i ixϕ ϕ= + − 即

0 0( ) ( ) ( ),F x x i ix x Xϕ ϕ= − ∈

此时可以得到F就是满足定理要求的即可以定义在全空间

上的线性泛函。既然F为f的延拓，则F首先应满足的条件为复

空间上的线性泛函，满足齐次性，对于

[( ) ] ( ) ( ) ( )F a bi x F ax ibx aF x bF ix+ = + = +
此式想要满足齐次性，满足i提出式子依然成立即可，接

下来验证 ( ) ( )F ix iF x= 成立：

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )F ix ix i x ix i x i x i ix iF xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − − = + = − =

由此便可推出F是X上的线性泛函，并且对于 x G∀ ∈ ，

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x x i ix x i ix f xϕ ϕ ϕ ϕ= − = − =
所以F是f的延拓。延拓还需要保持范数不变，接下来证

明范数不变。

复数的三种表示形式，分别是a+bi，三角函数，指数形

式的表示， ( ) | ( ) | iF x F x e θ= 那么令 arg ( )F xθ = ， | ( ) |F x 是实
数，此式左边为模也就是实数，式子要成立，右边也得为实

数，故其只剩实部虚部为0。不等式则类似于：

2 2| ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) |f x x x xϕ ψ ϕ= + ≥

则可得：

0 0 0

0

| ( ) | ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i

i
G G

F x e F x F e x e x i ie x e x
e x x f x

θ θ θ θ θ

θ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− − − −

−

= = = − =

≤ = ≤          

分析此式可知F在G上的范数小于等于f在G上的范数，同

时F又是f的延拓，便可推出延拓时保持了范数不变。即由于

GF f≤    ,延拓可得 GF f≥    ，从而可得 GF f=    ，由
此可得F就是f在全空间上的保持范数不发生改变的延拓。

至此，发现在定理的证明过程中并没有运用到范数的

（下转第693页）
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五、教学反思

高中阶段的数学素养是指学生进行数学知识的学习，数

学方法的积累、数学思维的运用，并以此为基础进行在现实

情境中通过数学角度去思考问题、分析问题和解决问题，进

而形成良好的数学能力、品质和习惯。

落实核心素养的数学教学就是要充分挖掘和利用数学课

程内容所蕴含的育人资源，发挥数学在形成人的理性思维、

科学精神和促进人的智力发展中的独特作用，用数学的方式

开展育人活动，使学生在掌握“四基”、提高“四能”的过

程中，发展数学核心素养，学会有逻辑地、创造性地思考，

形成数学的思维方式，发展理性思维，养成科学精神，成为

善于认识问题、解决问题的人才。

为体现高考在这部分知识命题的特点，本节课习题的选

择以综合性为原则，围绕两个定理，以不同情境设计题组，

师生共同解决问题，训练学生在原有知识的认知水平上，能

够熟练地提取解决问题的相关信息，在解决问题的过程中训

练分析问题、解决问题的能力。启发学生用数学的方式开展

学习活动，逐渐形成数学的思维方式，并努力将这种思维方

式转化为准确判断事物的行为，养成用数学的眼光观察，用

数学的思维，思维思考和用数学语言表达的习惯。

对于例题的讲解采用“问题串”的形式层层设疑，让学

生在问题情境中经历思维受阻的过程，再引导学生找问题的

切入点，从而选择恰当的解决问题的方案，激发学生的创造

性思维，渗透思考问题的方式、方法。采用情境--问题--活

动--结果的路径，真正教学会学生学会数学知识，学会数学

思维，真正落实核心素养的数学教学。

双新背景下高三复习课的教学，教师不但要帮助学生对

学过的知识进行加工、整合，而且要结合新课标，认真研读

2019年版新教材，分析全国卷与全国新高考试卷，把握新高

考命题趋势.同时领会新教材编写意图，结合高考题和新教

材，精选例题，渗透数学核心素养，增强复习课的实效性，

构建高三复习金课。
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