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整数对称性

——哥德巴赫猜想的初等证明
陈荣如

江西省樟树市林业局

摘　要：文章主要讨论了整数及同类整数的对称性，最小非负剩余类的组合。提出了对称点整数及同类对称点

整数的对称互素数的筛法。通过同类对称的性质，证明了大于3的整数两边都有对称素数。
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一、整数的对称

定义：若整数S±d = a，b，则称整数a，b以S为对

称点互相对称。S为对称点，d为对称距，a，b为对称

数。

（一）剩余类的加、减法则：

以素数Pi为模的两个剩余类相加，其和若大于或等

于Pi时，应减去一个Pi。当两个剩余类相减，其差为负

数时，则应加上一个Pi，成为最小非负剩余。

性质1：两对称数之和为对称点整数的2倍。

证：设  S±d = a，b  即有 a+b=（S - d）+ 

（S+d）= 2S。 证毕。

性质2：在整数1，2，…，S，…，2S-1中，以S为

对称点，以素数2为模的剩余{0}互对的数仍是{0}；{1}

互对的仍是{1}。

证：反证法。若不然有R0，R1以对称点S互相对称，

根据性质2，则有：R0+R1=2S

因为R0是偶数，R1是奇数，偶数加奇数之和是奇

数，而2S是偶数。所以R0与R1不可能互对。证毕。

性质3：以素数Pm为模的剩余{ⅰ}(0≤ⅰ＜Pm)的整

数中一个数为对称点，那么{ⅰ}对称的数仍是{ⅰ}的

数。

证：设{ⅰ}类的数为{kPm+ⅰ}(k=0，1，2，…；

0≤ⅰ＜Pm)，以其中nPm+ⅰ为对称点，则有2(nPm+ⅰ)-

(kPm+ⅰ)=Pm(2n-k)+ⅰ

因为 Pm(2n-k)+ⅰ仍是{kPm+ⅰ}中的数。所以{ⅰ}

互对的数仍是{ⅰ}。证毕。

性质4：以素数Pm(＞P1)为模的剩余{ⅰ}以外的整数

为对称点，那么剩余{ⅰ}互对的数是以素数Pm为模的另

一剩余类的整数。

证：设{ⅰ}的整数为{kPm+ⅰ}(k=0，1，2，…；

0≤ⅰ＜P m),对称点为kP m+r(0＜r＜P m)，即有 2

（kPm+r）-(kPm+ⅰ)=kPm+2r-i，2r-i可记为Pm+t，∴ 

kPm+Pm+t=Pm(k+1)+t。Pm(k+1)+t也是素数Pm为模的一个

剩余类。证毕。

性质5：以素数2为模的剩余组中，同类的差、和都

为零。

证：设  R0，R1为素数2的剩余组，即有：R0 - R0 

=R0，R1- R1= R0，R0+R0=2R0；R1+R1=2R1；2R0，2R1都是

{R0}中的数。 证毕。

性质6：以素数Pm（＞2）为模的最小非负完全剩余

组中，二个非零同余类之和不为零。

证：设 同类为Ri(0＜ⅰ＜Pm)，即有Ri+Ri=2Ri，因

为素数模Pm＞2是奇数，而2Ri是偶数，所以，二个非零

同类之和不为零。证毕。

性质7：以素数Pm为模的最小非负完全剩余组中，R0

与其它任意一个剩余Ri的和，差都不为零。

证：设 剩余类为Ri（0＜i＜Pm），即有R0+Ri=Ri，

R0-Ri=Pm-Ri，因为i＜Pm，所以Pm-Ri不可能是零。证毕。

二、对称互素数的筛法

为了求得大于3的对称点整数S两边以P1P2…Pm互素的

对称数，我们引进一个新概念“剩余对称式”。

（一）剩余对称式

根据对称点整数S以P 1，P2，…，P m（P m＜ S2
＜Pm+1）分别为模的最小非负剩余类为对称点，依次列

出一组完全剩余组[1]在两边的对称式。用符号“⇔”表

示互相对称。

性质8：根据对称点整数S的剩余对称式，筛去

整数数列1，2，…，S，…，P 1P 2…P m中的P 1∽0，

P2∽0，…，Pm∽0及它们对称的剩余类的整数，那么剩

下的数都以P1P2…Pm互素且以S及S+P1P2…Pm/2为对称点两

两对称。

证：设 对称点整数为S（Pm＜ S2 ＜Pm+1）。那么

整数数列1，2，…，S，…，2S-1，2S，…，S+P1P2…

Pm/2，…，P1P2…Pm中的数都以对称点S 及S+P1P2…Pm/2

两两对称。根据整数的对称性质，按照S的剩余对称

式，将P1∽0，P2∽0，…，Pm∽0及它们对称的剩余类的

整数筛去，筛去的数都是以S及S+P1P2…Pm/2为对称点两

两对称的数，所以剩下的数仍是以S及S+P1P2…Pm/2为对
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称点而对称且以P1P2…Pm互素的数。  证毕。

根据对称互素数的筛法及欧拉函数[2]，我们可以得

到公式1

其中ϕ（S）表示以整数S为对称点且以a互素的对称

数个数；a表示P1P2…Pm；S，Pm∽i表示对称点整数S以P

为模的剩余类i；0＜i＜p；(Pm＜ S2 ＜Pm+1)

性质9：两形影对称点整数的对称互素数是同一组

对称数。

证：设形影对称点整数为S，S+P 1P2…P m/2（P m

＜ S2 ＜Pm+1） 。因为S与S+P1P2…Pm/2两数的剩余对称

式，P1的剩余类，一个数是R0，那么另一个数一定是R1，

根据性质3，对称点为P1∽0与P1∽1的两边，对称剩余类

都是{0}⇔ {0}，{1}⇔ {1}。

三、同类组合对称

定义：我们把以对称点S的以P2为模的最小非负剩余

类相同的整数{P2n+i}（n=0，1，2，…；i=0,1,2）称为

S的同类数或同类对称点整数。把相继f个同类对称点的

对称数称为同类组合对称数。

（一）同类对称筛法

性质10：对称点整数S的同类对称点整数的两边都

有S的对称互素数中的数对称。

证：设对称点整数为S（Pm＜ S2 ＜Pm+1），那么对

称点S的剩余类无论是P1∽1或P1∽0，根据性质3，其剩

余类对称式为{0}⇔ {0}，{1}⇔ {1}；在筛取S的对称互

素数时，须将{0}的整数筛掉。

当对称点S为P2∽0，P3∽0，…，Pm∽0时，在筛取S

的对称互素数时，根据性质4，{0}⇔ {0}，须将{0}的整

数都筛掉。

当对称点S为P 2∽i(0≤i＜P 2)，P3∽i(0≤i

＜P3)，…,Pm∽i(0≤i＜Pm)时，筛取S的对称互素数，

根据性质5，{0}⇔ {2i}，所以须筛去{0}，{2i} 2个类

的整数。

当S与Sk同为Pm∽i (0≤i＜Pm) 时，剩余对称式 

 

为{i}⇔ {i}，…，{0}⇔ {2i}，…，{i-
2

1-pm }⇔  

 

{i+
2

1-pm
} 。在求取Sk的S的对称互素数时，须筛去 

 

{0}，{2i}2个类的整数。

当对称点S为P m∽i，同类对称点Sk为P m∽0时，

Sk的剩余对称式为{0}⇔ {0},{Pm-1}⇔ {1},…，{Pm- 

 

2i}⇔ {2i}，…，{Pm- 2
1-pm
}⇔ { 2

1-pm
} 。在求取Sk 

 

的S的对称互素数时，须筛去{0}，{2i}，{Pm-2i}等3个

剩余类的整数。

当对称点S为Pm∽i，Sk为Pm∽2i时，即有{2i}⇔

{2i}，{2i-1}⇔ {2i+1}，…，{0}⇔ {4i}，…， 

 

{2i- 2
1-pm
}⇔ {2i+ 2

1-pm
}。在求取Sk的S的对称互素 

 

数时，须筛去{0}，{2i}, {4i}等3个剩余类的整数。

当对称点S为Pm∽i，Sk为Pm∽i+r时，即有{i+r}⇔

{i+r}，…，{0}⇔ {2i+2r}，…，{（i+r）-（i-

r）} ⇔ {（i+r）+（i-r）}={2r} ⇔ {2i}，…， 

 

{i+r- 2
1-pm
}⇔ {i+r+ 2

1-pm
}。在求取Sk的S的对称互 

 

素数时，须筛去{0}，{2i+2r}，{2r}，{2i}等4个剩余

类的整数。

根据以上证明，我们可以得到公式2

其中 ϕ（Sk）表示同类对称点整数Sk的S的不大于

a的对称互素数个数；a表示P1P2…Pm ；P1＜P≤Pm；i+r 

＜P；S，P∽i表示对称点整数S以P为模的剩余类i；Sk，

P∽i表示同类对称点整数Sk以P为模的剩余类i。证毕。

（二）同类组合对称方阵

同类组合对称方阵的筛制，设对称点整数为S，S的

同类数为

i，i+3，…，i+3n，…，i+P1P2…Pm-3	 (2)

将（2）式列成方阵如下：

	 （3）

将（3）中ai1j1,ai2j2,…，ai 3/p…pp m21
i j 3/p…pp m21

j

各元素设为各行的同类对称点，将其称为同类组合对

称点。将方阵（3）各行中，按设定的同类对称点整数

的剩余对称式，根据同类对称筛法，筛取S的对称互素

数，我们将筛制的方阵称为同类组合对称方阵。
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下面根据同类组合方阵讨论有关性质。

性质11：相继4个以上的同类组合对称点整数中，

任意两个偶数与偶数，奇数与奇数都两两发生对称。

证：设同类对称点整数数列为：i，i+3，…，

i+3n，…，i+6n-3, i + 6 n ,（i+3n为数列的对称

点;n=0,1,2，…，)	 (4)

i，i+6，…，i+6n，…，i+12n-6，i+12n，	（a）

i-3，i+3，…，i+6n-3，…，i+12n-9，i+12n-3，

	 （b）

                     ……

i-6n，i-6n+6，…，i，…，i+6n-6，i+6n，	（c）

数列（a）是同类数i以数列（4）各数为对称点的

对称数数列。是（4）中的{i+6n}的全部项。数列（b）

是同类数i+3以数列（4）各数为对称点的对称数数列。

是（4）中，{i+6n-3}的全部项。数列（c）是数列

（4）中最后一项i+6n以（4）中各数为对称点的对称数

数列。是（4）中{i+6n}的全部项。

因此，数列（4）中任取一数分别与（4）中各数为

对称点的对称数，都包含了（4）中{i+6n}或{i+6n-3}

的全部项。根据性质2，所取一数为偶数时，那么该数

与（4）中的所有偶数都发生了对称。证毕。

性质12：以Pm为模的一组最小非负完全剩余组的对

称方阵，以方阵中心列为各行的对称点，那么任一类所

对称的类，都是一组模Pm的最小非负完全剩余组。

证：设以Pm为模的一组最小非负完全剩余组的对称

方阵为

我们以方阵（5）的中心列1,2,…，0类分别为各行

的对称点，那么剩余类i（0≤i＜Pm）所对称的类为

i,1,1+(1-i)=2-i；i,2,2+(2-i)=4-i；……；i,  

n,n+(n-i)=2n-i；……；i,0,0+(0-i)=Pm-i。

当等式右边2n-i=0（n=1,2，…，）时，即有： 

 

2n-i=0，2(n+1)-i=2，2(n+2)-i=4，……,2(n+ 2
1-pm
)  

 

-i= mp -1,2(n+ 2
1-pm
+1)-i=1,2(n+ 2

1-pm
+2)-i=3,…, 

 

 

 2(n+ 2
1-pm
+ 2

1-pm
)-i= mp -2。

可以看出，等式右边是模Pm的一组最小非负完全剩

余组。证毕

性质13：同类组合对称方阵中，任一列整数所对称

的数是一组斜率为1:2的{6n+e}的数列。

证：设同类组合对称点整数为i，i+3，…，i+3n

（n=0，1，2，…，）。任取方阵一列整数b，即有：b  

i  2i-b；b  i+3  2i-b+6；……；

b  i+3n  2i-b+6n。

2i-b可记为6c+e。即有：6c+e+6n=6（c+n）+e

对称式（6）的左对称距为i+3n-b，右边对称距为

2i-b+6n-i-3n=i+3n-b，所以总对称距为2（i+3n-b）。

因为同类对称点整数是方阵对角线上的数列，其排列

线斜率是1：1。所以b的对称数2i-b，2i-b+6，…，

2i-b+6n的排列线的斜率为1：2的{6n+e}的数列，		

证毕。

性质14：对称点整数S的剩余对称式中，模P m的

{0}⇔ {2i}时。同类组合对称方阵中，列的整数a的数列

中相继Pm个数中，有两个数分别是排列线为1:2的{6n+e}

（e＜6）数列中，Pm∽0及Pm∽2i的整数所对称的数。

证：设对称点整数S以P m为模{0} ⇔ {2i}。同

类组合对称方阵中，列的整数a的剩余类为P m∽r

（0≤r≤Pm）。根据性质12，在同类组合对称方阵中

Pm∽0及Pm∽2i的整数在相继Pm个同类对称点整数中，所

对称的数都是一组模Pm的完全剩余组的整数。而Pm∽r是

模Pm的完全剩余组中的一个类，所以整数a既是Pm∽0的

整数对称数，又是Pm∽2i的整数的对称数。 证毕。

性质15：同类组合对称方阵中，每列整数对称的数

是对称点整数S的一组排列线斜率为1:2的完全对称互素

数。

证：设对称点整数S的剩余对称式中P1∽0⇔ P1∽0，

P2∽0⇔ P2∽i，P3∽0⇔ P3∽e，P4∽0⇔ P4∽c，…，

P m∽0⇔ P m∽h，整数1,2，…，P 1P2…P m（P m＜ S2
＜Pm+1）的方阵为1,2，…，P1P2…Pm，按照对称点整数S

的剩余对称式，筛去方阵式的对称类后，方阵剩下的各

列整数是S的一组完全对称互素数。
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根据性质13，同类组合对称方阵中，每列数对称

的数是排列线斜率为1：2的{6n+r}（n=0,1,2，…；

6，r=1；r＜6）的数列。根据同类对称筛法，按照各

同类对称点的剩余对称式，将列中与{6n+r}数列中S的

P3∽0，P3∽e，P4∽0，P4∽c，…，Pm∽0，Pm∽h的整

数所对称的数筛去，那么剩下的数即是列的整数与S的

一组排列线斜率为1:2的完全对称互素数对称的数。       

证毕。

性质16：同类组合方阵中任何与对称点整数S的素

数对称域对称的互素数对称域，若素数对称域无对称

素数，那么与其对称的互素数对称域也无S的对称互素

数。若互素数对称域中有S的完全对称互素数分布，那

么S的素数对称域也有对称素数。

证：设对称点整数S的同类数为：

i,…,S，…,2S-i,…,i+3n, …,3i-2S+6n,…,2i-

S+6n,…,i+6n-3,i+6n,…,i+P1P2…Pm-3（0≤i＜P2， 

 
n=0,1,2,…,Pm＜ S2 ＜Pm+1）

将（9）中素数对称域i,…，S,…，2S-i以同类数

i+3n, i+3n+3，i+3n+6，…，i+3n+S-i为对称点，即有

根据性质11，在以式为同类组合对称数的方阵中，

任意偶数与偶数，奇数与奇数都两两发生对称，而S的

素数对称域与其互相对称的互素数对称域中的部分对称

域，根据同类对称数的筛法，两对称域按照对称点S的

剩余对称式中P1∽0⇔ P1∽0，P2∽0⇔ P2∽r（＜P2 ），

P3∽0⇔ P3∽t（＜P3），…，Pm∽0⇔ Pm∽f（＜Pm）及这

些剩余类在各同类对称点整数的同模剩余对称式中，所

对称的剩余类都筛去。筛去的数都是两两对称的数，若

有剩下的数也是两两对称的数。     证毕。

定理1：大于3的整数两边都有对称素数。

证：设对称点整数为S（P m＜ S2 ＜P m+1），不

大于P 1P2…P m的S的同类整数有:i，i+3，i+6，…，

i+3n，…，i+P1P2…Pm-3。将数列分段列出与S的素数对

称域2S-2i对称的互素数对称域：

根据公式1，我们可以计算出方阵中S的完全对称

互素数共有ϕ（S）组。这ϕ（S）组完全对称互素数，

无论分布在任何段同类组合对称域中，因为所有同类

组合对称域都以不同的同类组合对称数为对称点与素

数对称域对称，根据性质16，若同类组合对称域中有

S的对称互素数分布，那么素数对称域一定有对称素

数。证毕。

推论1：任意大于6的偶数都可以表为两素数之和。

证：根据定理1，大于3的整数两边都有对称素数。

又根据性质1，两对称数之和是对称点整数的2倍，所以

任意大于6的偶数都可以表为两素数之和。证毕。
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