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三角函数线在高等数学中的若干应用
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摘　要：三角函数线是三角函数概念中的基本概念之一，是应用几何中的有向线段数值表示三角函数值的一种

数形结合方法.借助三角函数线直观特征观察三角函数间的关系是研究解决三角函数相关问题的主要方式.探究三角

函数线在高等数学中极限的证明、柯西中值定理的证明以及第二类换元积分的求解中的应用，构建初等数学和高等

数学知识之间的联系，提升大学生认识三角函数线对于高等数学学习的重要性.
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引言

人教A版数学教材必修4中概述了三角函数线的定

义.高中数学教材中三角公式是通常是用代数的方法来

证明，学生对于三角公式的理解存在困难；而借助三角

函数线可以让学生直观的理解三角公式，实现三角公

式的“图形化”，利用三角函数线使得三角变换变得形

象、生动、直观.理清三角公式间的关系.数学公式的教学

仅仅采用开门见山的方式、直接给出公式的方式进行教

学，严重影响到学生对公式的理解、掌握和灵活运用.如

果学生对任何一个数学公式的掌握仅停留在死记硬背、

机械套用的阶段，没有理清公式的内涵，导致学生只是

知其然而不知其所以然，同时，三角函数线的应用在高

等数学学习中具有重要作用，通过对三角函数线的在高

等数学中的应用加深学生对于相关知识理解建构.

一、三角函数线及其相关概念

（一）三角函数线的概念[1]

三角函数线是三角函数的图形化表示不仅体现“数

形结合”的数学思想而且提供从本质上理解三角函数的

思路。下面从图形来认识三角函数线.如图1，角α 的

终边与单位圆交于点 P .过点 P 作 x 轴的垂线，垂足为

M，根据三角函数定义，我们有就有角α 正对着的弦

MP 为正弦线、角α 余正对着的弦OM 为余弦线、角α
正对着的切线 AT 正切线、角α 余正对着的切线 BS 为

余切线、角α 正切线与角α 终边的割线OT 为正割线、

角α 余切线与角α 终边的割线 OS 为余割线，则：

正弦线 sin MPα =

余弦线 cos OMα =

正切线 tan ATα =

余切线 cot BSα =

正割线 sec OTα =

余割线 csc OSα =

（二）三角函数线之间关系

1.同角的恒等关系

如图1所示的有向线段MP 、OM 、 AT 、 BS 、OT 、

OS 分别是角α 的正弦线、余弦线、正切线、余切线、

正割线、余割线.根据勾股定理知：

2 2 1OM MP+ = 即 2 2sin cos 1α α+ =
2 2 1OM MP+ = 即 2 2sin cos 1α α+ =

2 2 2BS OB OS+ = 即 2 2cot 1 cscα α+ =

设角 POA α∠ = ，利用二倍角公式以及三角函数线可

得关系可得：

2

2 tansin 2sin
1 1 tan

2

MP
OP

α
αα α= = =

+
；

2

2

1 tancos 2cos
1 1 tan

2

OM
OP

α
αα α

−
= = =

+
。

2.半角正切公式

在苏轼的《题西林壁》诗中写到：横看成岭侧成

峰，远近高低各不同。同样是观察同一个事物，角度不

同，可能会有不一样的结果。图形来表示半角正切公式

当然给我们带来一些处理问题的新的思路与方法。

设角 POA α∠ = ，在同圆或等圆中同弧所对的

圆周角等于圆心角的二分之一。因此 POA α∠ = 即 

 

2
PBA α

∠ = .在观察图形不难发现三角形 MPA 中，角 

 

2
MPA α

∠ = 。因此有图易知：

sintan
2 1 cos

MP
OB OM

α α
α

= =
+ +

； 1 costan
2 sin

OA OM
MA

α α
α

− −
= = 。

余割线 csc OS 
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2 tansin 2sin
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2

MP
OP


   


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2
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 
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二、三角函数线在高等数学中的应用

（一）第一类重要极限中的应用[2]

例1证明第一类重要极限 0

sinlim 1
x

x
x→

= .

证 ： 首 先 注 意 到 函 数
sin x

x
对 于 一 切 0x ≠

都
有 定 义 . 如 右 图 示 所 在 四 分 之 一 单 位 圆 中 ， 设 

 
圆心角 (0 )

2
AOB x x π

∠ = < < ，点A处的切线与OB的延长

线相较于 D，又 BC OA⊥ ，则 sin x CB= ， tan x AD=

ABx =弧 .因为△AOB的面积<扇形AOB的面积<△AOD的 

 

面积，所以
1 1 1sin tan
2 2 2

x x x< < 即 sin tanx x x< < ，不等式 
 

两边都除以 sin x ，可得
11

sin cos
x

x x
< < 或

sincos 1xx
x

< < .因 
 

为当 x 用 x− 代替时， cos x 与
sin x

x 都不变，所以上面的 
 

不等式对于开区间
1( ,0)
2

− 内的一切 x 也成立.下面来证 
 

0
lim cos 1
x

x
→

= 当 2
0 π

<< x 时
2 20 cos 1 1 cos 2sin 2( )

2 2
x xx x< − < − = <  

 

即

2

0 1 cos
2
xx< − < .当 2

,0
2xx → 时，由准则1有 0

lim(1 cos ) 0
x

x
→

− =  
 

所 以 0
lim cos 1
x

x
→

= 由 于 0 0
lim cos 1, lim1 1
x x

x
→ →

= = 由 不 等 式 
 

sincos 1xx
x

< < 及准则1可得 0

sinlim 1
x

x
x→

=

分析：第一类重要极限
0

sinlim 1
x

x
x→

= ，用定义和极

限运算法则无法证明，需要用夹逼准则证明，学生很 

 
难直接构造与

sin x
x 有关不等式.此时教师引导学生回忆

高中阶段学习的三角函数线的知识，借助三角函数线的

直观特征，构造并观察图形的几何关系，构建不等式

sin tanx x x< < ，找到问题突破的关键，由此突破第一类 

极限的证明.

（二）柯西中值定理解题中的应用[2]

例 2  对 函 数 ( ) sinf x x= 及 ( ) cosF x x x= + 在 区 

 
间[0, ]

2
π

上验证柯西中值定理的正确性.

证 函数 ( ) sinf x x= 及 ( ) cosF x x x= + 在区间 [0, ]
2
π

上 

 
连续，在 (0, )

2
π

内可导，且在 (0, )
2
π

内 ( ) 1 sin 0F x x′ = − ≠

故 ( ) ( )f x F x、 满足柯西中值定理条件，从而至少存在一 

 

点 (0, )
2
πξ ∈ ， 使

( ) (0) ( )2
( )( ) (0)

2

f f f
FF F

π
ξ

π ξ

− ′
=

′−
可 得

1 0 cos
1 sin1

2

ξ
π ξ
−

=
−−  

 

 

即

cos sin2 2 2
2 cos sin

2 2

ξ ξ

ξ ξπ

+
=

− −
， 可 得

4tan
2
π π

π
−

=
. 所 以 

 

 
42 2arctann πξ π
π
−

= +
由题设取 0n = ，得 0

42arctan πξ
π
−

=
 

 

.因
40 1π
π
−

< <
，故 0

42arctan( ) (0, )
2

π πξ
π
−

= ∈
.因此柯西中 

 
值定理对函数 ( ) sinf x x= 及 ( ) cosF x x x= + 在区间 [0, ]

2
π

上

连续.

分析：这题从
1 cos

1 sin1
2

ξ
π ξ

=
−− 中存在两个变量 sinξ 和

cosξ ，直接求解未知量 x 显然是存在困难，首先需要将

两个变量 sinξ 和 cosξ 转化为同一个变量，找到解题的 

 

关键，利用三角函数线和倍角关系可知 2

2 tan
2sin

1 tan
2

ξ

α ξ=
+

 
 

 
2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

ξ

α ξ

−
=

+
建立 tan

2
ξ
与两个变量 sinξ 和 cosξ 关系， 

 

 

化简原式得到
1 tan 22

21 tan
2

ξ

ξ π

+
=

−−
，问题转化为学生熟悉的 

 

正切函数的形式，问题得到解决.

（三）不定积分中的应用[2]

例3 求
2 2

( 0)dx a
x a

>
+

∫ .

解 ： 利 用 三 角 函 数 线 性 质 2 21 tan sect t+ = ，
 

 

来 化 去 根 式 . 设 tan ( )
2 2

x a t tπ π
= − < < ， 则

2 2 2 2 2tanx a a t a+ = + 2tan 1 seca t a t= + = ， 2secdx a tdt=  
 

，于是

2

2 2

sec sec
sec

dx a t tdt
a tx a

= =
+

∫ ∫ ∫ 利用积分公式可得 
 

2 2
ln sec tandx t t C

x a
= + +

+
∫ .

根据三角函数线，有
2 2

sec x at
a
+

= ， tan xt
a

= 且

sec tan 0t t+ > .

证：首先注意到函数
sin x
x

对于一切 0x  都有定义.如右图示所

在四分之一单位圆中，设圆心角 (0 )
2

AOB x x 
    ，点 A 处的切

线与 OB的延长线相较于 D，又BC OA ,则sin x CB ，tan x AD

ABx 弧 .因为△AOB 的面积<扇形 AOB 的面积<△AOD 的面积, 所以

1 1 1sin tan
2 2 2

x x x  即sin tanx x x  ，不等式两边都除以 sin x，可得

11
sin cos
x
x x

  或
sincos 1xx
x

  .因为当 x用 x 代替时， cos x与 sin x
x

都不变，所以

上面的不等式对于开区间
1( ,0)
2

 内的一切 x也成立.下面来证
0

limcos 1
x

x


 当
2

0 
 x

时 2 20 cos 1 1 cos 2sin 2( )
2 2
x xx x      即

2

0 1 cos
2
xx   .当 2

,0
2xx 时，由准

则 1 有 0
lim(1 cos ) 0
x

x


  所以 0
limcos 1
x

x


 由于 0 0
lim cos 1, lim1 1
x x

x
 

  由不等式

sincos 1xx
x

  及准则 1可得 0

sinlim 1
x

x
x



分析：第一类重要极限
0

sinlim 1
x

x
x

 ，用定义和极限运算法则无法证明，需要用夹逼准

则证明，学生很难直接构造与
sin x
x

有关不等式.此时教师引导学生回忆高中阶段学习的三

角函数线的知识，借助三角函数线的直观特征，构造并观察图形的几何关系，构建不等式

sin tanx x x  ，找到问题突破的关键，由此突破第一类极限的证明.

（二）柯西中值定理解题中的应用[2]

例 2 对函数 ( ) sinf x x 及 ( ) cosF x x x  在区间[0, ]
2


上验证柯西中值定理的正

确性.

证 函数 ( ) sinf x x 及 ( ) cosF x x x  在区间[0, ]
2


上连续，在 (0, )
2


内可导，且在

(0, )
2


内 ( ) 1 sin 0F x x    故 ( ) ( )f x F x、 满足柯西中值定理条件，从而至少存在一点

(0, )
2
  ，使

( ) (0) ( )2
( )( ) (0)

2

f f f
FF F




 

 



可得

1 0 cos
1 sin1

2


 





即

cos sin2 2 2
2 cos sin

2 2

 

 




 
，

可得
4tan

2
 




 .所以
42 2arctann  



  由题设取 0n  ，得 0
42arctan 





.因
40 1



  ，故 0
42arctan( ) (0, )

2
 




  .因此柯西中值定理对函数 ( ) sinf x x

图 2
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因此
2 2

2 2
ln( )dx x x a C

a ax a
+

= + +
+

∫ .

分析：这道题的关键是 2 2x a+ 根式的处理，借助三

角函数线之间的关系 2 21 tan sect t+ = ，提供解题思路，根

式问题得到化简，进而求得定积分.

例4 求 csc xdx∫
解：

csc
sin 2sin cos

2 2

dx dxxdx x xx
= =∫ ∫ ∫

 

2

tan
22 ln tan

2tan cos tan
2 2 2

xx dd x cx x x

 
 
 = = = +∫ ∫ 因 为 利 用 三 

 

 

角 函 数 线 ：
1 costan

2 sin
x x

x
−

=
，

1 cos 1 1
sin sin cot

x
x x x

−
= −

， 即 
 
tan csc cot

2
x x x= − ； 所 以 上 述 不 定 积 分 可 以 表 示 为

csc ln csc cotxdx x x C= − +∫ .
分析：这道题直接求出余割函数的原函数存在

困难，而通过余割函数与余弦函数的关系出发，把不

熟悉函数逐步转化成数系的函数并且本题的关键是 

 ln tan
2
x
的化简，因为我们目的是求csc x的所有原函数，牢

记半角的正切公式为我们求余割函数积分提供了思路。

例5 求有理函数 ( )
1 sin

sin 1 cos
x dx

x x
+
+∫ .

解 ： 有 三 角 函 数 可 知 ， 正 弦 函 数 sin x 和 余

弦 函 数 cos x 都 可 以 用 前 面 所 提 到 的 半 角 的 正 

 

切 表 示 ， 即 2 2

2 tan 2 tan
2 2sin 2sin cos

2 2 sec 1 tan
2 2

x x
x xx x x= = =

+
 

 

 2 2

2 2

2 2

1 tan 1 tan
2 2cos cos sin

2 2 sec 1 tan
2 2

x x
x xx x x

− −
= − = =

+ 如 果 作 变 换 可 
 

设 tan
2
xu = （ xπ π− < < ） ， 那 么 2

2sin
1

ux
u

=
+ ， 

 
2

2

1cos
1

ux
u

−
=

+
； 而 此 时 2arctanx u= ， 从 而 2

2
1

dx du
u

=
+  

 
； 于 是 ( )

1 sin 1 12
sin 1 cos 2

x dx u du
x x u
+  = + + +  ∫ ∫

 
 21 2 ln

2 2
u u u C

 
= + + + 

 
21 1tan tan ln tan

4 2 2 2 2
x x x C= + + + .

分析：这道题用积分表无法直接求出积分， 

 
因此用变量替换是 tan

2
xu = ，解本题关键因为利用三角 

 

函数线： 2

2 tansin 2sin
1 1 tan

2

MP
OP

α
αα α= = =

+

2

2

1 tancos 2cos
1 1 tan

2

OM
OP

α
αα α

−
= = =

+ 把繁 
 

琐分式转化成了可化为有理函数的积分。

（四）定积分中的应用[2]

例6计算 ( )2 2

0
0

a
a x dx a− >∫ .

解：利用三角函数线性质由：
2 2sin cos 1α α+ = ，可设 sinx a t= ，则 cosdx a tdt= ，当

0x = 的时候，取 t 0= ；

当 x a= 的时候，取 t
2
π

= 。

因此
2 2 2 22

0 0
cos

a
a x dx a tdt

π

− =∫ ∫
 
( )

2 2 2
2

0
0

11 cos 2 sin 2
2 2 2
a at dt t t

π
π  = + = +  ∫

2

4
aπ

= 。

分析：这道题的关键是 2 2a x− 根式的处理，借助三

角函数线之间的关系 2 2sin cos 1t t+ = ，提供解题思路，根

式问题得到化简，进而求得定积分。

可见扎实的三角函数线知识基础在解决高等数学问题

中起着至关重要的作用。无论是不积分的学习还是定积分

的学习的教学过程中，第一类积分的学习较为容易，但是

在第二类换元法的学习比较困难，甚至难以理解，例如在

第二类换元法积分学习中求 2 2x a+ 、 2 2x a− 、 2 2a x−
类积分，困难在于有根式，用直接积分法或第一类换元法

积分法无法直接求出此类积分，先运用“三角函数线的关

系”换元，再去根式.最后使用第一类换元积分法求积分，

第二类定积分问题就得到解决.

结语

虽然高中数学必修教材中根据课程《标准（2017年

版）》中的要求删除正弦线、余弦线、张切线但是三角

函数线本身是三角函数的图形化表示，相当于我们从几

何的角度看待三角函数值，看得见、摸得着，接地气，

符合底层认知规律。高中数学中用途就更为广泛：三角

函数诱导公式的推导、利用三角函数线比较三角函数的

大小、利用三角函数线解三角函数不等式、利用三角函

数线证明三角恒等式。

在高等数学里借助三件函数线的几何直观性构建

三角函数线的之间的基本关系和相关的推导公式在高等

数学解题时恰当的运用能够做到事半功倍的效果，三角

函数线知识在第一类极限证明、验证柯西中值定理和第

二类换元积分的求解中的应用，建立了初等数学与高等

数学相关内容学习之间的桥梁，探究初等数学知识在高

等数学中的应用，能够帮助学生更好地建构数学知识体

系。
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