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导数证明不等式恒成立问题的策略

——以北京高考题为例
李德俊

北京市延庆区教育科学研究中心

摘　要：在人教B版数学必修第一册2.2节《不等式及其性质》介绍证明不等式常用的方法：作差法、综合法、

分析法及反证法，这里主要涉及分式不等式、整式不等式及无理不等式等不等式的证明，应用不等式的性质及对不

等式进行等价变形或者通过配方、因式分解等方法进行解决，而在人教B版选择性比修三学习导数的应用时会遇到

不等式的证明，利用导数证明不等式是高考中的一个热点问题，其方法多样、灵活性强、难度大。这类不等式与函

数有着紧密的联系，需要利用函数的相关性质尤其是单调性来解决，在不等式证明的种种方法中，占有重要的一席

之地。而有些函数的单调性不容易直接判断出来，在实际学习过程中会发现通过利用导数判断函数的单调性来证明

不等式要简捷得多，所以导数在证明不等式中起着至关重要的作用，本文就应用导数证明不等式做出五个方面的归

纳，介绍具体的思路与做法。
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函数与导数是高中数学的核心模块，也是新高考解

答题中必考的基本内容之一，在人教B版选择性必修第

三册学习导数的应用时会遇到不等式的证明，利用导数

证明不等式是高考中的一个热点问题，其方法多样、

灵活性强、有些题目难度大，这类不等式与函数有着紧

密的联系，需要利用函数的相关性质尤其是单调性来解

决，在不等式证明的种种方法中，占有重要的一席之

地.而有些函数的单调性不容易直接判断出来，所以导

数在证明不等式中起着至关重要的作用.证明不等式充

分体现了数学基础知识的交汇性与综合性，数学思想方

法创新灵活多样性，导数作为一种数学工具，对于证明

不等式问题更是一种具有创新性的应用[1]。在解决利用

导数证明问题时学生之所以存在困难，究其原因是基本

方法没有掌握，研究的目标函数不清楚，缺少化归与转

化的数学思想，本文以一道北京高考题为例，希望能增

强导数专题复习的效果.

一、双变量不等式恒成立问题

例1.己知函数 f x e xx( ) = +( )ln 1 ．

（I）求曲线 y f x= ( ) 在点 0 0, f ( )( ) 处的切线方

程；

（II）设 g x f x( ) = ′( ) ，讨论函数 g x( )在 0,+∞[ )
上的单调性；

（III）证明：对任意的 s t, ( , )∈ +∞0  ，有 f s(

+ t f s) ( )> + f t( )
本题第一问是考查的利用函数的切线问题，本质上

是考查导数的几何意义，第二问是利用导数判断函数的

单调性，需要对导函数继续求导，背景是函数的凸性，

第三问是二元函数的不等式的证明，这种创新设问打破

了常规，需要将二元问题转化为一元的问题去处理，考

查学生将多元与一元，变量与常量的辩证思维能力，深

层次的理解数学的本质，考查学生分析问题、解决问题

的能力。

解法探析

解（I）由题意可求曲线 y f x= ( )在点 0 0, f ( )( ) 处
的切线方程为 y x=

（II）因为 ′( ) = +( ) +
+


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
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1 2( )

因为 x∈ +∞[ )0, ，所以 ln( ) ,
( )

x x
x

+ ≥
+
+

>1 0 1 2
1

02 ，

又因为 ex > 0 ，所以 ′( ) >g x 0 ，所以函数 g x( )在
0,+∞[ )上为增函数.

（III）解法一：直接作差法

要证明对任意的 s t, ( , )∈ +∞0  ，有 f s( + t f s) ( )>

+ f t( )

只需证明 f s t f s f t( ) ( ) ( )+ − − > 0 成立，

设 h s f s t f s f t( ) ( ) ( ) ( )= + − − ，将 s 视为自变量， t
为参数，则 ′ = ′ + − ′h s f s t f s( ) ( ) ( )

因为 s t, ( , )∈ +∞0  ，所以 s t s+ > > 0，
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由（II）知，函数 ′( )f x 在 0,+∞( )为增函数，所以

′ + > ′f s t f s( ) ( ) ，所以， h s'( ) > 0

所以 h s( )在 ( , )0 +∞  为增函数，所以 h s h( ) ( )> 0 ，

即 f s t f s f t f t f f t f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ − − > − − = −0 0

因为 f ( )0 0= ，所以 f s t f s f t( ) ( ) ( )+ − − > 0 ，

所以对任意的 s t, ( , )∈ +∞0  ，有 f s( + t f s) ( )>

+ f t( ) 成立.

解法二：构造函数法

要证明对任意的 s t, ( , )∈ +∞0  ，有 f s( + t f s) ( )>

+ f t( ) ，

只需证明 f s t f s f t( ) ( ) ( )+ − > ，因为 f ( )0 0= ，

所以只需证明 f s t f s f t f( ) ( ) ( ) ( )+ − > − 0

设 m x f x t f x( ) ( ) ( )= + − (0, ) x t∈ +∞， ，则 m x'( )
= f x'( + t) - f x'( ) ，

因为 s t, ( , )∈ +∞0  所以 x t x+ > > 0 ，由（II）知，

函数 ′( )f x 在 0,+∞( )为增函数，

所以 ′ + > ′f x t f x( ) ( ) ，即 ′ >m x( ) 0 ，所以 m x( ) 在
( , )0 +∞  上为增函数，

因 为 s > 0 ， 所 以 m s m( ) ( )> 0 ， 即 f s( + t)

- f s f t( ) ( )> - f ( )0 成立.

解题感悟：这道高考题的前两问比较常规，第三问

考查不等式恒成立问题，涉及双变量的不等式证明，应

该将其中的一个变量视为常数，解法一是采用作差法构

造差函数，转化为差函数恒大于零，进而转化为求新函

数的最值问题，再利用导数求解。解法二是直接构造新

函数，转化为研究新函数的单调性问题，再利用导数求

解。不论哪种做法，都应该与第二问的结论建立联系，

所以解答题一定要关注每问之间的联系，关注前一问是

否对下一问有提示，可以使得解题方向明确。

二、单变量不等式恒成立问题

例2（2 0 1 3北京高考第1 8题）：设 l 为曲线

C f x x
x

: ( ) ln
= 在点（1，0）处的切线．

（I）求 l 的方程；

（II）证明：除切点（1，0）之外，曲线C在直线 l
的下方．

本题第一问考查了导数的几何意义及求切线方程，

第二问证明不等式恒成立问题，需要学生进行由“形”

到“数”的转化，转化为证明不等式恒成立，即证
ln x

x
x< −1， ( , )∀x x> ≠0 1    且 成立，考查了利用导数判

断函数的单调性，考查学生的化归与转化思想，数形结

合思想。

解法探析

解法一 ：构造差函数——利用不等式的性质直接

作差

设 f x x
x

x( ) ln
= − +1得

                               .′ = − =
− −

>f x x
x

x x
x

x( ) ln ln ( )1-
2

2

21 1 0

令 '( ) 0 1f x x= =，

当 x x x∈ − > <( , ), , ln0 1 1 0 02
,所以 '( ) 0f x > ，所以

f x( ) 在（1，0）上是增函数；

当 x x x∈ ∞ − < >( , ), , ln1 + 1 0 02
，所以 '( ) 0f x < ，所

以 f x( ) 在上是增函数；

当 =1x 时， f x( ) = 0 ，因为 x ↑1 ，所以

inx
x

x< −1

（∀x > 0，且 x ↑1）成立，

即除切点（1,0）之外，曲线C在直线 l 的下方．

解题感悟：对函数 f x( ) 求导之后发现，决定 ′f x( )

的符号的是 x x x2 − + ln ，

可以转化为函数 g x x h x x( ) , ( ) ln= − =1 2
函数图像

交点的个数，由两个函数图像容易得到方程的根只有

一个为1，在（0，1）时，函数 y x= ln 的图像在函数

的 y x= −1 2
下方，在 ( )1 +∞， 时，函数 y x= ln 在函数

y x= −1 2
的上方，这样可以判断 ′f x( )的符号。

所以在解题过程中，遇到不能直接求出导数的零点

问题时，可以将决定导数符号的函数的零点问题转化为

求两个新函数图像的交点问题。

解法二：构造二阶导函数——将决定导函数符号的

函数视为新的目标函数来研究

设
ln( ) 1xf x x

x
= − + 得 ′ =

− −
>f x x x

x
x( ) ln ( )1 0

2

2

设
2( ) 1 ln ( 0)g x x x x= − − > ，则 g x( ) 与 ′f x( ) 同号，

且 ′ = − −g x x
x

( ) 2 1

因为 0x > ，所以 g x'( ) 0< ，所以 g x( ) 在（ 0,+∞）

为减函数，因为 g( )1 0= ，即， f '( )1 0=

当 x∈ ( , )0 1 时， ′ >f x( ) 0 ， f x( ) 为增函数，当

x∈ ∞( , )1 + 时， ′ <f x( ) 0 ， f x( ) 为减函数，当 x =1时，

f x( )max = 0 时 ， 所 以 f x( ) ≤ 0 因 为 x ↑1 ， 所 以
inx
x

x x< > 0− ∀1( ，且 x ↑1) 成立，即除切点（1，0）之

外，曲线C在直线 l 的下方．

解题感悟：如果导函数不能因式分解，并且导函

数的符号无法判断时，往往需要构造新函数采取二次
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求导，即将 ′f x( ) 视为一个新函数 g( )x ，利用导数研究

g( )x 的单调性，进而求出函数 ′f x( ) 的零点，从而解决

问题。

解法三：等价转化法——利用不等式的性质进行等

价转化

要证：
inx
x

x x< > 0− ∀1( ，且 x ↑1) 成立，等价于证

明 Inx x x x≤ − ∀2 0( ,> 且 x ↑1)成立，

即证 Inx x x x− + ∀2 0( ,> 且 x ↑1)成立，

设 g x x x x x( ) ln ( )= − >2 0+ ，

′ = − + =
− − −

=
− − +g x

x
x x x

x
x x

x
( ) )( )1 (2 1) (2 1 1 2 12

g x'( ) = 0 ，则 x =1，或 x = − 1
2 （舍）

当 x∈ ( , )0 1 时， ′ >g x( ) 0 ， g x( ) 为增函数，当

x∈ ∞( , )1 + 时， g′ <( )x 0 ， g x( )为减函数，

当 x =1 时 ， g x( )max = 0 时 ， 所 以 g x( ) ″ 0 ， 即

ln x
x

x≤ −1成立

因为 x ↑1，所以
inx
x

x x< > 0− ∀1( ，且 x ↑1) 成立，

即除切点（1，0）之外，曲线C在直线 l 的下方.

解题感悟：这种解法是关注新函数 g x x( ) ln=

- x x2 + 的解析式是由对数式与二次函数相加的结构构

成，判断单调性时避免了二次求导。证明不等式恒成立

问题时，可以先对不等式进行适当的变形后再构造新函

数，构造的新函数最好满足两个条件，一是导函数简

单，二是最值容易求。

解法四：放缩法——借助函数图像的切线函数

先画图猜想一下，因为函数 y x= ln 图像在点

（1,0）处的切线方程为 y x= −1，所以 y x= ln 的图像

除点（1,0）都在 y x= −1的下方，又因为直线 y x= −1

与 y x x= −2
相切且位于其下方。

设
2( ) 1) ( )( 0)g x x x x x= − − − >（

g x x x x( ) ( ) ,= − + − = − − ≤2 22 1 1 0 所以x x x− ≤ −1 2 ，

由例1知 ln x x≤ −1

所以 ln x x x x≤ − ≤ −1 2 ，所以 ln x x x≤ −2 ，即证

ln x
x

x≤ −1成立,

因为 x ↑1，所以
inx
x

x x< > 0− ∀1( ，且 x ↑1)成立,

即除切点（1，0）外，曲线C在直线 l 的下方.

解题感悟：证明不等式可以利用切线建构不等式，

采用放缩法证明，如：函数 y x= ln 图像在点（1,0）处

的切线方程为 y x= −1，即不等式 ln x x≤ −1恒成立；过

原点且与函数 y x= ln 图像相切的切线方程为 y
e
x=

1
，

即不等式 ln x
e
x″
1

恒成立。

三、方法规律，教学启示

通过两个高考真题作为例题总结北京高考中证明不

等式恒成立问题,主要有两种不等式类型，一类为含单

变量的不等式，一类为含单变量的不等式，无论是双变

量还是单变量的不等式证明问题，最终都要转化为求含

单变量的函数的最值问题，常用的三个方法：一是转化

为求新函数的最值，构造新函数的途径有做差和作商；

二是利用放缩法，常利用切线不等式，需要对常见函数

的切线很熟悉；三是将不等式进行等价转化，再利用方

法一解决。主要用到数形结合、分类讨论及化归与转化

的数学思想。

本文中的高考题之所以经典，是其中蕴含的思想方

法，能够使教师根据学生的思维水平的不同来调整自己

的教学内容和选择恰当的解题方法，这样有针对性的教

学才能提升不同层次的学生的思维能力.本题的不同解

法直接考查了导数的运算、求导法则、几何意义及利

用导数判断函数的单调性等知识，间接考查了基本初等

函数的图像和性质，渗透化归与转化，数形结合等数学

思想，不同的解法区分考查学生的分析问题、解决问题

的能力.在专题复习的过程中，教师要精心选取典型且

具有代表性的题目进行分析，尤其是一题多解，和多题

归一的训练，注重基础知识和基本技能的落实，教学中

应使学生掌握基本初等函数的图像及性质,掌握不等式 

 的性质.另外本题考查的函数 y x
x

=
ln

在人教B版选择性

必修第三册89页练习A组3题（3），真正的数学考试一

般不会只考一个知识点，所以在复习时要以新教材上的

题目为载体进行适当的变式和引申，这样才能使学生达

到触类旁通，举一反三的目的，起到事半功倍的复习效

果。
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