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函数极限解决高等数学问题中的应用
窦文涛

江苏师范大学科文学院

摘　要：函数极限理论作为高等数学中的核心概念，是微积分、级数等领域中的概念和问题深入理解的工具。

本文旨在研究函数极限理论在高等数学问题中的应用，从解决极限问题的角度和方法出发。具体而言，将从求函数

的极限的求解方法方面展开讨论。
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引言

函数极限是高等数学的开端，同时也是高等数学的

基础和核心，为之后的学习提供了关键性的支撑和理

解。本文通过解决函数极限的等价无穷小、洛必达法

则、泰勒公式、导数的定义、拉格朗日中值定理、柯西

中值定理等多种方法展开，为更加全面深刻的掌握极限

理论和解决方法解决问题的能力具有重要意义。

函数极限

函数极限是研究函数在某个特定点附近的性质和函

数在无穷远处的性质的一种数学概念。函数的极限，根

据自变量的变化趋势可以分为6种不同的情形：
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（1） lim
푥 →→→푥0

푓(푥) （2） lim
푥 →→→푥0−

푓(푥) （3） lim
푥 →→→푥0

+
푓(푥)

（4） lim
푥 →→→∞

푓(푥) （5） lim
푥 →→−∞

푓(푥) （6） lim
푥 →→+∞

푓(푥)

按照函数值的变化情形来分类，则函数的极限又可分为不定式和非不定式，求解非不定式的极限的求

解相比于确定不定式极限求解要简单的多，本文以探讨不定式极限的问题和解决方法为主。

对于函数非不定式的极限，即有 lim
푥 →→→ 푥0

푓(푥)=푓(푥0)，将自变量的值带入函数即可求出函数的极限值。对

于函数不定式的极限，共有 7 种类型：
0
0
、

∞
∞
、∞-∞、0 ∙ ∞、1∞、00、∞0，针对这些不定式同样有等价无穷

小、洛必达法则、泰勒公式、导数的定义、拉格朗日中值定理、柯西中值定理等不同的方法解决。
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等价无穷小的替换求函数极限

等价无穷小的替换方法是求解高等数学函数极限 

 

一种常用且重要的技巧，两个重要极限

等价无穷小的替换求函数极限

等价无穷小的替换方法是求解高等数学函数极限一种常用且重要的技巧，两个重要极限 lim
푥→0

푠푖푛푥
푥
= 1

和 lim
푥→∞

(1 + 1
푥
)푥 = 푒 还有其他常用的等价无穷小如下(푥 → 0)：

(1) 푥~푠푖푛푥~푎푟푐푠푖푛푥~푡푎푛푥~푎푟푐푡푎푛푥 (2)1 − 푐표푠푥~ 1
2
푥2 (3) 푙푛(푥 + 1)~푥

(4)푒푥 − 1~푥 (5)푎푥 − 1~푥푙푛푎 (푎 > 0) (6)(1 + 푥)훼 − 1~훼푥

针对一些极限问题，我们可以通过等价无穷小替换将复杂的问题简单化，下面将举例说明：

例题一：

lim
푥→0

푥푡푎푛2푥푙푛(푥 + 1)(2푥 − 1)
(푒푥 − 1)(1 − 푐표푠푥)( 1 + 푥 − 1)

解题方法：根据等价无穷小的替换可将原式化为：

lim
푥→0

푥 ∙ 2푥 ∙ 푥 ∙ 푥푙푛2

푥 ∙ 12푥
2 ∙ 12 푥

= 8푙푛2

此题将求复杂的函数极限转化为简单的函数极限求解，等价无穷小的替换是在函数极限不定式因子趋

于 0 时的替换，若是趋于无穷，则可以用倒代换方法满足条件进而运用等价无穷小的替换进行求解。

洛必达法则求函数极限

洛必达法则是利用导数来计算具有不定型的极限的方法，它可以在一定条件下通过求解函数的导数，

对分子分母分别求导再求极限来确定不定式值的方法。

例题二：求

lim
푥→0

2푥 − −푥
푥 (

푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

푥 − 푠푖푛푥

解题方法：此题分母可以用泰勒公式换算后，用洛必达法则求解，即

lim
푥→0

2푥 − 2 0
푥 (
푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

1
6 푥

3
= lim

푥→0

2−2(
푠푖푛푥
푥

)2

1
2푥

2

结合泰勒公式得

= lim
푥→0

4(1 − 푠푖푛푥
푥 )(1 + 푠푖푛푥

푥 )

푥2
=
4
3 푥

3

푥3
=
4
3

用洛必达法则求不定式的极限，是一种简便而有实效的方法。同时，洛必达法则也可和其他求极限的

方法共同解决函数极限问题。

和  
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lim
푥→0

푥 ∙ 2푥 ∙ 푥 ∙ 푥푙푛2

푥 ∙ 12푥
2 ∙ 12 푥

= 8푙푛2

此题将求复杂的函数极限转化为简单的函数极限求解，等价无穷小的替换是在函数极限不定式因子趋

于 0 时的替换，若是趋于无穷，则可以用倒代换方法满足条件进而运用等价无穷小的替换进行求解。

洛必达法则求函数极限

洛必达法则是利用导数来计算具有不定型的极限的方法，它可以在一定条件下通过求解函数的导数，

对分子分母分别求导再求极限来确定不定式值的方法。

例题二：求

lim
푥→0

2푥 − −푥
푥 (

푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

푥 − 푠푖푛푥

解题方法：此题分母可以用泰勒公式换算后，用洛必达法则求解，即

lim
푥→0

2푥 − 2 0
푥 (
푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

1
6 푥

3
= lim

푥→0

2−2(
푠푖푛푥
푥

)2

1
2푥

2

结合泰勒公式得

= lim
푥→0

4(1 − 푠푖푛푥
푥 )(1 + 푠푖푛푥

푥 )

푥2
=
4
3 푥

3

푥3
=
4
3

用洛必达法则求不定式的极限，是一种简便而有实效的方法。同时，洛必达法则也可和其他求极限的

方法共同解决函数极限问题。

针对一些极限问题，我们可以通过等价无穷小替换

将复杂的问题简单化，下面将举例说明：

例题一：

等价无穷小的替换求函数极限

等价无穷小的替换方法是求解高等数学函数极限一种常用且重要的技巧，两个重要极限 lim
푥→0

푠푖푛푥
푥
= 1

和 lim
푥→∞

(1 + 1
푥
)푥 = 푒 还有其他常用的等价无穷小如下(푥 → 0)：

(1) 푥~푠푖푛푥~푎푟푐푠푖푛푥~푡푎푛푥~푎푟푐푡푎푛푥 (2)1 − 푐표푠푥~ 1
2
푥2 (3) 푙푛(푥 + 1)~푥

(4)푒푥 − 1~푥 (5)푎푥 − 1~푥푙푛푎 (푎 > 0) (6)(1 + 푥)훼 − 1~훼푥

针对一些极限问题，我们可以通过等价无穷小替换将复杂的问题简单化，下面将举例说明：

例题一：

lim
푥→0

푥푡푎푛2푥푙푛(푥 + 1)(2푥 − 1)
(푒푥 − 1)(1 − 푐표푠푥)( 1 + 푥 − 1)

解题方法：根据等价无穷小的替换可将原式化为：

lim
푥→0

푥 ∙ 2푥 ∙ 푥 ∙ 푥푙푛2

푥 ∙ 12푥
2 ∙ 12 푥

= 8푙푛2

此题将求复杂的函数极限转化为简单的函数极限求解，等价无穷小的替换是在函数极限不定式因子趋

于 0 时的替换，若是趋于无穷，则可以用倒代换方法满足条件进而运用等价无穷小的替换进行求解。

洛必达法则求函数极限

洛必达法则是利用导数来计算具有不定型的极限的方法，它可以在一定条件下通过求解函数的导数，

对分子分母分别求导再求极限来确定不定式值的方法。

例题二：求

lim
푥→0

2푥 − −푥
푥 (

푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

푥 − 푠푖푛푥

解题方法：此题分母可以用泰勒公式换算后，用洛必达法则求解，即

lim
푥→0

2푥 − 2 0
푥 (
푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

1
6 푥

3
= lim

푥→0

2−2(
푠푖푛푥
푥

)2

1
2푥

2

结合泰勒公式得

= lim
푥→0

4(1 − 푠푖푛푥
푥 )(1 + 푠푖푛푥

푥 )

푥2
=
4
3 푥

3

푥3
=
4
3

用洛必达法则求不定式的极限，是一种简便而有实效的方法。同时，洛必达法则也可和其他求极限的

方法共同解决函数极限问题。

解题方法：根据等价无穷小的替换可将原式化为：

等价无穷小的替换求函数极限

等价无穷小的替换方法是求解高等数学函数极限一种常用且重要的技巧，两个重要极限 lim
푥→0

푠푖푛푥
푥
= 1

和 lim
푥→∞

(1 + 1
푥
)푥 = 푒 还有其他常用的等价无穷小如下(푥 → 0)：

(1) 푥~푠푖푛푥~푎푟푐푠푖푛푥~푡푎푛푥~푎푟푐푡푎푛푥 (2)1 − 푐표푠푥~ 1
2
푥2 (3) 푙푛(푥 + 1)~푥

(4)푒푥 − 1~푥 (5)푎푥 − 1~푥푙푛푎 (푎 > 0) (6)(1 + 푥)훼 − 1~훼푥

针对一些极限问题，我们可以通过等价无穷小替换将复杂的问题简单化，下面将举例说明：

例题一：

lim
푥→0

푥푡푎푛2푥푙푛(푥 + 1)(2푥 − 1)
(푒푥 − 1)(1 − 푐표푠푥)( 1 + 푥 − 1)

解题方法：根据等价无穷小的替换可将原式化为：

lim
푥→0

푥 ∙ 2푥 ∙ 푥 ∙ 푥푙푛2

푥 ∙ 12푥
2 ∙ 12 푥

= 8푙푛2

此题将求复杂的函数极限转化为简单的函数极限求解，等价无穷小的替换是在函数极限不定式因子趋

于 0 时的替换，若是趋于无穷，则可以用倒代换方法满足条件进而运用等价无穷小的替换进行求解。

洛必达法则求函数极限

洛必达法则是利用导数来计算具有不定型的极限的方法，它可以在一定条件下通过求解函数的导数，

对分子分母分别求导再求极限来确定不定式值的方法。

例题二：求

lim
푥→0

2푥 − −푥
푥 (

푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

푥 − 푠푖푛푥

解题方法：此题分母可以用泰勒公式换算后，用洛必达法则求解，即

lim
푥→0

2푥 − 2 0
푥 (
푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

1
6 푥

3
= lim

푥→0

2−2(
푠푖푛푥
푥

)2

1
2푥

2

结合泰勒公式得

= lim
푥→0

4(1 − 푠푖푛푥
푥 )(1 + 푠푖푛푥

푥 )

푥2
=
4
3 푥

3

푥3
=
4
3

用洛必达法则求不定式的极限，是一种简便而有实效的方法。同时，洛必达法则也可和其他求极限的

方法共同解决函数极限问题。

此题将求复杂的函数极限转化为简单的函数极限求

解，等价无穷小的替换是在函数极限不定式因子趋于0

时的替换，若是趋于无穷，则可以用倒代换方法满足条

件进而运用等价无穷小的替换进行求解。

洛必达法则求函数极限

洛必达法则是利用导数来计算具有不定型的极限的

方法，它可以在一定条件下通过求解函数的导数，对分

子分母分别求导再求极限来确定不定式值的方法。

例题二：求

等价无穷小的替换求函数极限

等价无穷小的替换方法是求解高等数学函数极限一种常用且重要的技巧，两个重要极限 lim
푥→0

푠푖푛푥
푥
= 1

和 lim
푥→∞

(1 + 1
푥
)푥 = 푒 还有其他常用的等价无穷小如下(푥 → 0)：

(1) 푥~푠푖푛푥~푎푟푐푠푖푛푥~푡푎푛푥~푎푟푐푡푎푛푥 (2)1 − 푐표푠푥~ 1
2
푥2 (3) 푙푛(푥 + 1)~푥

(4)푒푥 − 1~푥 (5)푎푥 − 1~푥푙푛푎 (푎 > 0) (6)(1 + 푥)훼 − 1~훼푥

针对一些极限问题，我们可以通过等价无穷小替换将复杂的问题简单化，下面将举例说明：

例题一：

lim
푥→0

푥푡푎푛2푥푙푛(푥 + 1)(2푥 − 1)
(푒푥 − 1)(1 − 푐표푠푥)( 1 + 푥 − 1)

解题方法：根据等价无穷小的替换可将原式化为：

lim
푥→0

푥 ∙ 2푥 ∙ 푥 ∙ 푥푙푛2

푥 ∙ 12푥
2 ∙ 12 푥

= 8푙푛2

此题将求复杂的函数极限转化为简单的函数极限求解，等价无穷小的替换是在函数极限不定式因子趋

于 0 时的替换，若是趋于无穷，则可以用倒代换方法满足条件进而运用等价无穷小的替换进行求解。

洛必达法则求函数极限

洛必达法则是利用导数来计算具有不定型的极限的方法，它可以在一定条件下通过求解函数的导数，

对分子分母分别求导再求极限来确定不定式值的方法。

例题二：求

lim
푥→0

2푥 − −푥
푥 (

푠푖푛푡
푡 )2푑푡∫

푥 − 푠푖푛푥

解题方法：此题分母可以用泰勒公式换算后，用洛必达法则求解，即

lim
푥→0

2푥 − 2 0
푥 (
푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

1
6 푥

3
= lim

푥→0

2−2(
푠푖푛푥
푥

)2

1
2푥

2

结合泰勒公式得

= lim
푥→0

4(1 − 푠푖푛푥
푥 )(1 + 푠푖푛푥

푥 )

푥2
=
4
3 푥

3

푥3
=
4
3

用洛必达法则求不定式的极限，是一种简便而有实效的方法。同时，洛必达法则也可和其他求极限的

方法共同解决函数极限问题。

解题方法：此题分母可以用泰勒公式换算后，用洛
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必达法则求解，即

等价无穷小的替换求函数极限

等价无穷小的替换方法是求解高等数学函数极限一种常用且重要的技巧，两个重要极限 lim
푥→0

푠푖푛푥
푥
= 1

和 lim
푥→∞

(1 + 1
푥
)푥 = 푒 还有其他常用的等价无穷小如下(푥 → 0)：

(1) 푥~푠푖푛푥~푎푟푐푠푖푛푥~푡푎푛푥~푎푟푐푡푎푛푥 (2)1 − 푐표푠푥~ 1
2
푥2 (3) 푙푛(푥 + 1)~푥

(4)푒푥 − 1~푥 (5)푎푥 − 1~푥푙푛푎 (푎 > 0) (6)(1 + 푥)훼 − 1~훼푥

针对一些极限问题，我们可以通过等价无穷小替换将复杂的问题简单化，下面将举例说明：

例题一：

lim
푥→0

푥푡푎푛2푥푙푛(푥 + 1)(2푥 − 1)
(푒푥 − 1)(1 − 푐표푠푥)( 1 + 푥 − 1)

解题方法：根据等价无穷小的替换可将原式化为：

lim
푥→0

푥 ∙ 2푥 ∙ 푥 ∙ 푥푙푛2

푥 ∙ 12푥
2 ∙ 12 푥

= 8푙푛2

此题将求复杂的函数极限转化为简单的函数极限求解，等价无穷小的替换是在函数极限不定式因子趋

于 0 时的替换，若是趋于无穷，则可以用倒代换方法满足条件进而运用等价无穷小的替换进行求解。

洛必达法则求函数极限

洛必达法则是利用导数来计算具有不定型的极限的方法，它可以在一定条件下通过求解函数的导数，

对分子分母分别求导再求极限来确定不定式值的方法。

例题二：求

lim
푥→0

2푥 − −푥
푥 (

푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

푥 − 푠푖푛푥

解题方法：此题分母可以用泰勒公式换算后，用洛必达法则求解，即

lim
푥→0

2푥 − 2 0
푥 (
푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

1
6 푥

3
= lim

푥→0

2−2(
푠푖푛푥
푥

)2

1
2푥

2

结合泰勒公式得

= lim
푥→0

4(1 − 푠푖푛푥
푥 )(1 + 푠푖푛푥

푥 )

푥2
=
4
3 푥

3

푥3
=
4
3

用洛必达法则求不定式的极限，是一种简便而有实效的方法。同时，洛必达法则也可和其他求极限的

方法共同解决函数极限问题。

结合泰勒公式得

等价无穷小的替换求函数极限

等价无穷小的替换方法是求解高等数学函数极限一种常用且重要的技巧，两个重要极限 lim
푥→0

푠푖푛푥
푥
= 1

和 lim
푥→∞

(1 + 1
푥
)푥 = 푒 还有其他常用的等价无穷小如下(푥 → 0)：

(1) 푥~푠푖푛푥~푎푟푐푠푖푛푥~푡푎푛푥~푎푟푐푡푎푛푥 (2)1 − 푐표푠푥~ 1
2
푥2 (3) 푙푛(푥 + 1)~푥

(4)푒푥 − 1~푥 (5)푎푥 − 1~푥푙푛푎 (푎 > 0) (6)(1 + 푥)훼 − 1~훼푥

针对一些极限问题，我们可以通过等价无穷小替换将复杂的问题简单化，下面将举例说明：

例题一：

lim
푥→0

푥푡푎푛2푥푙푛(푥 + 1)(2푥 − 1)
(푒푥 − 1)(1 − 푐표푠푥)( 1 + 푥 − 1)

解题方法：根据等价无穷小的替换可将原式化为：

lim
푥→0

푥 ∙ 2푥 ∙ 푥 ∙ 푥푙푛2

푥 ∙ 12푥
2 ∙ 12 푥

= 8푙푛2

此题将求复杂的函数极限转化为简单的函数极限求解，等价无穷小的替换是在函数极限不定式因子趋

于 0 时的替换，若是趋于无穷，则可以用倒代换方法满足条件进而运用等价无穷小的替换进行求解。

洛必达法则求函数极限

洛必达法则是利用导数来计算具有不定型的极限的方法，它可以在一定条件下通过求解函数的导数，

对分子分母分别求导再求极限来确定不定式值的方法。

例题二：求

lim
푥→0

2푥 − −푥
푥 (

푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

푥 − 푠푖푛푥

解题方法：此题分母可以用泰勒公式换算后，用洛必达法则求解，即

lim
푥→0

2푥 − 2 0
푥 (
푠푖푛푡
푡
)2푑푡∫

1
6 푥

3
= lim

푥→0

2−2(
푠푖푛푥
푥

)2

1
2푥

2

结合泰勒公式得

= lim
푥→0

4(1 − 푠푖푛푥
푥 )(1 + 푠푖푛푥

푥 )

푥2
=
4
3 푥

3

푥3
=
4
3

用洛必达法则求不定式的极限，是一种简便而有实效的方法。同时，洛必达法则也可和其他求极限的

方法共同解决函数极限问题。

用洛必达法则求不定式的极限，是一种简便而有实

效的方法。同时，洛必达法则也可和其他求极限的方法

共同解决函数极限问题。

泰勒公式求函数极限

在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一

个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

泰勒公式求函数极限

在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

푓(푥) = 푓(푥0) + 푓'(푥0)(푥 − 푥0) +∙∙∙+
푓(푛)(푥0)

푛!
(푥 − 푥0)푛 + 표((푥 − 푥0)푛)

其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体

会。

例题三：求

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푒푛! )

解题方法：利用指数函数푒푥的带拉格朗日余项的泰勒公式，有 푒 = 1 + 1 + 1
2!
+∙∙∙+ 1

푛!
+ 1

(푛+1)!
+

푒휃푛

(푛+2)!
, 0 < 휃푛 < 1，所以

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푛! (1 + 1 +
1
2!
+∙∙∙+

1
푛!
+

1
(푛 + 1)!

+
푒휃푛

(푛 + 2)!
))

= lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푘 +
2휋

(푛 + 1)
+

2휋푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
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导数的定义求解函数极限

我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：

例题四：求极限

퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
0
0
”型不定式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令푚(푥) =
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3
3푥2 − 19。即可将原式化为

퐼 = lim
푥→3
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3
3푥2 − 19，可通过φ'(푥) = φ(푥)[lnφ(푥)]' 技巧简化计

其中，
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其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体

会。
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我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：
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퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
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会。
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我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：

例题四：求极限

퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
0
0
”型不定式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令푚(푥) =

푥3 + 9 ∙
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푚(푥) − 6
푥 − 3

4 − 푛(푥)
푥 − 3

=−
푚'(3)
푛'(3)

对于푚(푥) = 푥3 + 9 ∙
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会。
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导数的定义求解函数极限

我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：

例题四：求极限

퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
0
0
”型不定式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令푚(푥) =

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17，令푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
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对于푚(푥) = 푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17和푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19，可通过φ'(푥) = φ(푥)[lnφ(푥)]' 技巧简化计

解题方法：利用指数函数

泰勒公式求函数极限

在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

푓(푥) = 푓(푥0) + 푓'(푥0)(푥 − 푥0) +∙∙∙+
푓(푛)(푥0)

푛!
(푥 − 푥0)푛 + 표((푥 − 푥0)푛)

其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体

会。

例题三：求
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푛→∞

푛푠푖푛(2휋푒푛! )

解题方法：利用指数函数푒푥的带拉格朗日余项的泰勒公式，有 푒 = 1 + 1 + 1
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我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：

例题四：求极限

퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
0
0
”型不定式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令푚(푥) =

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17，令푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19。即可将原式化为

퐼 = lim
푥→3

푚(푥) − 6
푥 − 3

4 − 푛(푥)
푥 − 3

=−
푚'(3)
푛'(3)

对于푚(푥) = 푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17和푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19，可通过φ'(푥) = φ(푥)[lnφ(푥)]' 技巧简化计
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在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

푓(푥) = 푓(푥0) + 푓'(푥0)(푥 − 푥0) +∙∙∙+
푓(푛)(푥0)

푛!
(푥 − 푥0)푛 + 표((푥 − 푥0)푛)

其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体

会。

例题三：求
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푛→∞

푛푠푖푛(2휋푒푛! )
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导数的定义求解函数极限

我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：
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푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
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3
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泰勒公式求函数极限

在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

푓(푥) = 푓(푥0) + 푓'(푥0)(푥 − 푥0) +∙∙∙+
푓(푛)(푥0)

푛!
(푥 − 푥0)푛 + 표((푥 − 푥0)푛)

其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体
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我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：
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푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
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解题方法：经过分析可知此题是“
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(푛 + 2)!
))

= lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푘 +
2휋

(푛 + 1)
+

2휋푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
) (其中푘为正整数)

= lim
푛→∞

푠푖푛( 2휋
(푛 + 1) +

2휋푒휃푛
푛2 + 3푛 + 2

)

2휋
(푛 + 1) +

2휋푒휃푛
푛2 + 3푛 + 2

(
2푛휋

(푛 + 1)
+

2휋푛푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
)

= 2휋

导数的定义求解函数极限

我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：

例题四：求极限

퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
0
0
”型不定式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令푚(푥) =

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17，令푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19。即可将原式化为

퐼 = lim
푥→3

푚(푥) − 6
푥 − 3

4 − 푛(푥)
푥 − 3

=−
푚'(3)
푛'(3)

对于푚(푥) = 푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17和푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19，可通过φ'(푥) = φ(푥)[lnφ(푥)]' 技巧简化计

”型不定

式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令

泰勒公式求函数极限

在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

푓(푥) = 푓(푥0) + 푓'(푥0)(푥 − 푥0) +∙∙∙+
푓(푛)(푥0)

푛!
(푥 − 푥0)푛 + 표((푥 − 푥0)푛)

其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体

会。

例题三：求

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푒푛! )

解题方法：利用指数函数푒푥的带拉格朗日余项的泰勒公式，有 푒 = 1 + 1 + 1
2!
+∙∙∙+ 1

푛!
+ 1

(푛+1)!
+

푒휃푛

(푛+2)!
, 0 < 휃푛 < 1，所以

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푛! (1 + 1 +
1
2!
+∙∙∙+

1
푛!
+

1
(푛 + 1)!

+
푒휃푛

(푛 + 2)!
))

= lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푘 +
2휋

(푛 + 1)
+

2휋푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
) (其中푘为正整数)

= lim
푛→∞

푠푖푛( 2휋
(푛 + 1) +

2휋푒휃푛
푛2 + 3푛 + 2

)
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(푛 + 1) +
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푛2 + 3푛 + 2

(
2푛휋

(푛 + 1)
+

2휋푛푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
)

= 2휋

导数的定义求解函数极限

我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：

例题四：求极限

퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
0
0
”型不定式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令푚(푥) =

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17，令푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19。即可将原式化为

퐼 = lim
푥→3

푚(푥) − 6
푥 − 3

4 − 푛(푥)
푥 − 3

=−
푚'(3)
푛'(3)

对于푚(푥) = 푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17和푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19，可通过φ'(푥) = φ(푥)[lnφ(푥)]' 技巧简化计

泰勒公式求函数极限

在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

푓(푥) = 푓(푥0) + 푓'(푥0)(푥 − 푥0) +∙∙∙+
푓(푛)(푥0)

푛!
(푥 − 푥0)푛 + 표((푥 − 푥0)푛)

其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体

会。

例题三：求

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푒푛! )

解题方法：利用指数函数푒푥的带拉格朗日余项的泰勒公式，有 푒 = 1 + 1 + 1
2!
+∙∙∙+ 1

푛!
+ 1

(푛+1)!
+

푒휃푛

(푛+2)!
, 0 < 휃푛 < 1，所以
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푛→∞

푛푠푖푛(2휋푛! (1 + 1 +
1
2!
+∙∙∙+

1
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+

1
(푛 + 1)!

+
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))
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푛→∞

푛푠푖푛(2휋푘 +
2휋

(푛 + 1)
+

2휋푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
) (其中푘为正整数)

= lim
푛→∞

푠푖푛( 2휋
(푛 + 1) +

2휋푒휃푛
푛2 + 3푛 + 2

)
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(푛 + 1)
+

2휋푛푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
)

= 2휋

导数的定义求解函数极限

我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：

例题四：求极限

퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
0
0
”型不定式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令푚(푥) =

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17，令푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19。即可将原式化为

퐼 = lim
푥→3

푚(푥) − 6
푥 − 3

4 − 푛(푥)
푥 − 3

=−
푚'(3)
푛'(3)

对于푚(푥) = 푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17和푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19，可通过φ'(푥) = φ(푥)[lnφ(푥)]' 技巧简化计

。即可将原式化为

泰勒公式求函数极限

在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

푓(푥) = 푓(푥0) + 푓'(푥0)(푥 − 푥0) +∙∙∙+
푓(푛)(푥0)

푛!
(푥 − 푥0)푛 + 표((푥 − 푥0)푛)

其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体

会。

例题三：求

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푒푛! )

解题方法：利用指数函数푒푥的带拉格朗日余项的泰勒公式，有 푒 = 1 + 1 + 1
2!
+∙∙∙+ 1

푛!
+ 1

(푛+1)!
+

푒휃푛

(푛+2)!
, 0 < 휃푛 < 1，所以

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푛! (1 + 1 +
1
2!
+∙∙∙+

1
푛!
+

1
(푛 + 1)!

+
푒휃푛

(푛 + 2)!
))

= lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푘 +
2휋

(푛 + 1)
+

2휋푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
) (其中푘为正整数)

= lim
푛→∞

푠푖푛( 2휋
(푛 + 1) +

2휋푒휃푛
푛2 + 3푛 + 2

)

2휋
(푛 + 1) +

2휋푒휃푛
푛2 + 3푛 + 2

(
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(푛 + 1)
+

2휋푛푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
)

= 2휋

导数的定义求解函数极限

我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：

例题四：求极限

퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
0
0
”型不定式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令푚(푥) =

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17，令푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19。即可将原式化为

퐼 = lim
푥→3

푚(푥) − 6
푥 − 3

4 − 푛(푥)
푥 − 3

=−
푚'(3)
푛'(3)

对于푚(푥) = 푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17和푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19，可通过φ'(푥) = φ(푥)[lnφ(푥)]' 技巧简化计对 于

泰勒公式求函数极限

在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

푓(푥) = 푓(푥0) + 푓'(푥0)(푥 − 푥0) +∙∙∙+
푓(푛)(푥0)

푛!
(푥 − 푥0)푛 + 표((푥 − 푥0)푛)

其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体

会。

例题三：求

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푒푛! )

解题方法：利用指数函数푒푥的带拉格朗日余项的泰勒公式，有 푒 = 1 + 1 + 1
2!
+∙∙∙+ 1

푛!
+ 1

(푛+1)!
+

푒휃푛

(푛+2)!
, 0 < 휃푛 < 1，所以

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푛! (1 + 1 +
1
2!
+∙∙∙+

1
푛!
+

1
(푛 + 1)!

+
푒휃푛

(푛 + 2)!
))

= lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푘 +
2휋

(푛 + 1)
+

2휋푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
) (其中푘为正整数)

= lim
푛→∞

푠푖푛( 2휋
(푛 + 1) +

2휋푒휃푛
푛2 + 3푛 + 2

)
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(푛 + 1) +
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푛2 + 3푛 + 2

(
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(푛 + 1)
+

2휋푛푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
)

= 2휋

导数的定义求解函数极限

我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：

例题四：求极限

퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
0
0
”型不定式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令푚(푥) =

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17，令푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19。即可将原式化为

퐼 = lim
푥→3

푚(푥) − 6
푥 − 3

4 − 푛(푥)
푥 − 3

=−
푚'(3)
푛'(3)

对于푚(푥) = 푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17和푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19，可通过φ'(푥) = φ(푥)[lnφ(푥)]' 技巧简化计和

泰勒公式求函数极限

在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

푓(푥) = 푓(푥0) + 푓'(푥0)(푥 − 푥0) +∙∙∙+
푓(푛)(푥0)

푛!
(푥 − 푥0)푛 + 표((푥 − 푥0)푛)

其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体

会。

例题三：求

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푒푛! )

解题方法：利用指数函数푒푥的带拉格朗日余项的泰勒公式，有 푒 = 1 + 1 + 1
2!
+∙∙∙+ 1

푛!
+ 1

(푛+1)!
+

푒휃푛

(푛+2)!
, 0 < 휃푛 < 1，所以

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푛! (1 + 1 +
1
2!
+∙∙∙+

1
푛!
+

1
(푛 + 1)!

+
푒휃푛

(푛 + 2)!
))

= lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푘 +
2휋

(푛 + 1)
+

2휋푒휃푛

푛2 + 3푛 + 2
) (其中푘为正整数)

= lim
푛→∞

푠푖푛( 2휋
(푛 + 1) +

2휋푒휃푛
푛2 + 3푛 + 2

)

2휋
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)

= 2휋

导数的定义求解函数极限

我们可以使用导数的定义来求解抽象函数的不定式极限。首先，我们需要将所求极限凑成某个可导函

数的增量。假设函数푓(푥)在푥 = 푎处可导，且푓'(푎)存在。通过下面例题深度理解：

例题四：求极限

퐼 = lim
푥→3

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17 − 6

4 − 푥3 − 23 ∙
3
3푥2 − 19

解题方法：经过分析可知此题是“
0
0
”型不定式，此题便可从导数的定义求解函数极限来入手。令푚(푥) =

푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17，令푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19。即可将原式化为

퐼 = lim
푥→3

푚(푥) − 6
푥 − 3

4 − 푛(푥)
푥 − 3

=−
푚'(3)
푛'(3)

对于푚(푥) = 푥3 + 9 ∙
3
2푥2 − 17和푛(푥) = 푥3 − 23 ∙

3
3푥2 − 19，可通过φ'(푥) = φ(푥)[lnφ(푥)]' 技巧简化计，可通过

泰勒公式求函数极限

在求不定式极限时，泰勒公式可以将所求极限从一个复杂的式子中分离出一个形式简单的“主要部分”，

有利于简化计算。带皮亚诺型余项泰勒公式：设函数

푓(푥) = 푓(푥0) + 푓'(푥0)(푥 − 푥0) +∙∙∙+
푓(푛)(푥0)

푛!
(푥 − 푥0)푛 + 표((푥 − 푥0)푛)

其中，표((푥 − 푥0)푛)为带皮亚诺余项型泰勒公式，푥0 = 0当时成为麦克劳林公式。以下从几个例题来深入体

会。

例题三：求

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푒푛! )

解题方法：利用指数函数푒푥的带拉格朗日余项的泰勒公式，有 푒 = 1 + 1 + 1
2!
+∙∙∙+ 1

푛!
+ 1

(푛+1)!
+

푒휃푛

(푛+2)!
, 0 < 휃푛 < 1，所以

I = lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푛! (1 + 1 +
1
2!
+∙∙∙+

1
푛!
+

1
(푛 + 1)!

+
푒휃푛

(푛 + 2)!
))

= lim
푛→∞

푛푠푖푛(2휋푘 +
2휋
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拉格朗日中值定理求解函数极限

拉格朗日中值定理是微分学中的基本定理之一，它反映了可导函数在闭区间上的整体的平均变化率与

区间内某点的局部变化率的关系。定理：如果函数 f(x)在闭区间上[a, b]连续，在开区间(a, b)上可导，那么

在开区间(a, b)内至少存在一点ξ使得 f'(ξ) = f(b)−f(a)
b−a 。我们可以使用这个定理来求解函数的极限。
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+ 표(푓(푥)2) =

푙푛(1 + 푥)
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柯西中值定理求函数极限

柯西中值定理是解决函数极限题一种重要的方法，它反映了可导函数在闭区间上的整体的平均变化率
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푥→0

푛(푥) = 푒，

使得휉只能取值为푒，是拉格朗日中值定理极具特色的求解函数极限的方法。

柯西中值定理求函数极限

柯西中值定理是解决函数极限题一种重要的方法，它反映了可导函数在闭区间上的整体的平均变化率

与区间内某点的局部变化率的关系。设函数푓(푥)和푔(푥)满足：（1）在[a,b]上都连续（2）(a,b)上都可导（3）
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其中

算，即
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使得휉只能取值为푒，是拉格朗日中值定理极具特色的求解函数极限的方法。

柯西中值定理求函数极限

柯西中值定理是解决函数极限题一种重要的方法，它反映了可导函数在闭区间上的整体的平均变化率
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푛(푥) = 푒，

使得휉只能取值为푒，是拉格朗日中值定理极具特色的求解函数极限的方法。

柯西中值定理求函数极限

柯西中值定理是解决函数极限题一种重要的方法，它反映了可导函数在闭区间上的整体的平均变化率

与区间内某点的局部变化率的关系。设函数푓(푥)和푔(푥)满足：（1）在[a,b]上都连续（2）(a,b)上都可导（3）

满足：（1）在[a,b]上都连续（2）(a,b)上都可导

（3） 푓'(푥)和푔'(푥)不能同时为零（4）푔(푎) ≠ 푔(푏)，则存在휉 ∈ (푎, 푏)，使得
푓'(휉)
푔'(휉)

= 푓(푏)−푓(푎)
푔(푎)−푔(푏)

。

例题六：

I = lim
푥→3

푠푖푛(푥푥) − 푠푖푛(3푥)
3푥푥 − 33푥

解题方法：此题可用柯西中值定理求极限，令푓(푥) = 푠푖푛푥，푔(푥) = 3푥，即有

I = lim
푥→3

푓(푥푥) − 푓(3푥)
푔(푥푥) − 푔(3푥)

=
푓'(휉)
푔'(휉)

其中在푥 → 3条件下휉介于푥푥和3푥之间，又因为lim
푥→3

푥푥 = lim
푥→3

3푥 = 27，即有

I =
푓'(휉)
푔'(휉)

=
푐표푠27
327푙푛3

总结

本文介绍了等价无穷小、洛必达法则、泰勒公式、导数的定义、拉格朗日中值定理、柯西中值定理等

方法，用于解决函数极限问题。通过学习这些方法，我们能更好地理解函数极限的概念和性质，掌握求解

函数极限的技巧和步骤。同时，这些方法也有助于加深对微积分概念和原理的理解，提高数学素养和思维

能力。
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函数极限的技巧和步骤。同时，这些方法也有助于加深对微积分概念和原理的理解，提高数学素养和思维

能力。
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