
254

数理化

探究高中数学中的轨迹问题
吴丽娴

浙江工贸职业技术学院人文学院

摘　要：轨迹问题是近年来高考的热门考点.解决轨迹问题可以全方位考查学生各方面的能力.轨迹问题常出现

在复杂多变的数学意境中，且涉及数学学科的多个知识点.轨迹问题是学生学习的难点.轨迹问题求解，不仅要熟悉

有关轨迹的基础知识，还需要灵活运用求解方法与策略.本文在轨迹的概念及相关定理的基础上，以高考中频繁出

现的轨迹问题为依托，归纳总结了求解轨迹方程的几种方法，如：定义法、相关点法、参数法、待定系数法等，并

且结合例题分析给出相应的求解策略.
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一、引言

轨迹问题是近年来高考的热门考点.解决轨迹问题

可以全方位考查学生的逻辑思维能力、运算能力、分析

问题和解决问题的能力.轨迹问题在求解时不仅计算量

比较大，而且涉及数学学科的多个知识点.解决轨迹问

题，对课程学习而言有着至关重要的帮助.

已有许多学者做了这方面的研究，如：赵银仓在

《中国数学教育》发表了“解决一类椭圆切线有关的轨

迹问题的策略探究--以2014年高考数学广东卷文理科第

题为例”此文分类讨论了有关轨迹问题，并拓展到如何

用向量法求解轨迹问题.宋书华在《数学教学》发表了

“与圆锥曲线有关的圆（弧）轨迹的探究”.此外，黄

俊峰、郝安军、梁达等一批学者做了许多工作，但对具

体的解题策略研究并不透彻.时至今日，探究高中数学

中的轨迹问题仍是一个热门的课题.本文在轨迹的概念

及相关定理的基础上，以近几年高考中频繁出现的轨迹

问题为依托，归纳总结出平面解析几何中求解轨迹方程

的方法并给出求解策略.

二、轨迹问题的相关知识

通俗地说，轨是指一定的规律，迹是物体运动时所

走过的痕迹.

（一）轨迹定义

定义1 动点P按照一定规律运动时所留的痕迹.

定义2 动点P按照一定条件作尽可能移动所经过的

路线.

定义3 符合一定条件的动点P所形成的图形.

（二）基本轨迹定理

轨迹 定理

圆 到定点距离相等的点组成的轨迹

垂直平分线 到两个已知点距离相等的点的轨迹

椭圆
到平面内与两个定点的距离之和为常数 a2

( )212 FFa > 的动点的轨迹

抛物线

平面内到定点和定直线的距离相等的点的轨迹

平面内与两个定点的距离之差为常数 a2
( )1 22a F F< 的动点的轨迹

两条射线 面内与两个定点的距离之差为常数 a2 ( )1 22 =a F F
的动点的轨迹

三、求轨迹问题的一般方法

（一）定义法

定义法求轨迹方程的一般步骤

（1）判断动点P的运动轨迹，确定是否符合题中已

知某种曲线的定义；

（2）设出标准轨迹方程C，再根据已知条件，待定

方程中的基本量；

（3）求解轨迹方程.

例1平面内动点与定点 ( )0,bP − 、 ( )0,bQ ( )0>b 连线的

斜率之积等于非零常数 n .且动点的轨迹与 QP、 两点所

形成的曲线C的轨迹不定.求曲线C的方程.

解  设动点为N，其坐标为 ( )yx, ；

当 bx ±≠ 时 ， 由 条 件 可 得 
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即  bxnbynx  222
.

又  0,bP  ，  0,bQ 的坐标满足  bxnbynx  222
.

故依题意得，曲线C的方程为
222 nbynx  .

当 1n 时，曲线C
2 2

2 2 1x y
b nb

 


，C是焦点位于 y轴上的椭圆；

当 1n 时，曲线C 2 2 2x y b  ，C是以原点为圆心的圆；

当 01  n 时，曲线C
2 2

2 2 1x y
b nb

 


，C是焦点位于 x轴上的椭圆；

当 0n 时，曲线C
2 2

2 2 1x y
b nb

  ，C是焦点位于 x轴上的双曲线.

分析 将已知条件数学化，再通过化简即可得所求点的轨迹方程.在求解时应当考虑特殊点.

对于轨迹问题的求解，必须要全面考虑．其次，在运用定义法求解轨迹问题时，需熟知一些

常见基本轨迹定理.

（二）相关点法（代入法）

若动点  yxP , 的运动是由相关点  00 , yxM 的运动引起的，且相关点的运动轨迹已知，

通过列出式子代入可得动点的轨迹方程，此法称为相关点法.

相关点法求轨迹方程的一般步骤:

.
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分析 将已知条件数学化，再通过化简即可得所求

点的轨迹方程.在求解时应当考虑特殊点.对于轨迹问题

的求解，必须要全面考虑.其次，在运用定义法求解轨

迹问题时，需熟知一些常见基本轨迹定理.

（二）相关点法（代入法）

若动点 ( )yxP , 的运动是由相关点 ( )00 , yxM 的运动引

起的，且相关点的运动轨迹已知，通过列出式子代入可

得动点的轨迹方程，此法称为相关点法.

相关点法求轨迹方程的一般步骤：

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式 ( )yxfx ,0 = ， ( )yxgy ,0 = ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例2 设抛物线C：

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 





 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过

 20， ，设 B  20， ，QF 为直径，故 BQBF  ；
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2
16

4
2

22 









ppBF ；

16
2

16
2sin

22 





p
p

p

p

BF
OFOBF

由抛物线的定义得直线 BO切圆于点B，因此可得 OBF BQF   .由于

2 16
5

2
p

QF BF


 ，

在直角三角形 BQF 中

2

2

16
2sin
516

p
BF pOBF
QF p



   


化简得 pp 10162  ，解得 2p  或 8p  ，抛物线方程 2 4y x 或 2 16y x .

分析 此方法的关键是找到相关点，通过相关点可以求得轨迹方程中的系数，从而得到轨迹

方程.

（三） 参数法

若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.
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若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.

参数法求轨迹方程的一般步骤：

，若以

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 


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 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过

 20， ，设 B  20， ，QF 为直径，故 BQBF  ；

在直角三角形 BOF 中
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化简得 pp 10162  ，解得 2p  或 8p  ，抛物线方程 2 4y x 或 2 16y x .

分析 此方法的关键是找到相关点，通过相关点可以求得轨迹方程中的系数，从而得到轨迹

方程.

（三） 参数法

若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.

参数法求轨迹方程的一般步骤：

为直径的圆过点 ( )20， ，求C的轨迹
方程.

解 C的方程为

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 





 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过

 20， ，设 B  20， ，QF 为直径，故 BQBF  ；

在直角三角形 BOF 中

2
16

4
2

22 









ppBF ；

16
2

16
2sin

22 





p
p

p

p

BF
OFOBF

由抛物线的定义得直线 BO切圆于点B，因此可得 OBF BQF   .由于

2 16
5

2
p

QF BF


 ，

在直角三角形 BQF 中

2

2

16
2sin
516

p
BF pOBF
QF p



   


化简得 pp 10162  ，解得 2p  或 8p  ，抛物线方程 2 4y x 或 2 16y x .

分析 此方法的关键是找到相关点，通过相关点可以求得轨迹方程中的系数，从而得到轨迹

方程.

（三） 参数法

若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.

参数法求轨迹方程的一般步骤：

，焦点

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 





 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过

 20， ，设 B  20， ，QF 为直径，故 BQBF  ；

在直角三角形 BOF 中
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化简得 pp 10162  ，解得 2p  或 8p  ，抛物线方程 2 4y x 或 2 16y x .

分析 此方法的关键是找到相关点，通过相关点可以求得轨迹方程中的系数，从而得到轨迹

方程.

（三） 参数法

若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.

参数法求轨迹方程的一般步骤：

，

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 





 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过

 20， ，设 B  20， ，QF 为直径，故 BQBF  ；

在直角三角形 BOF 中
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化简得 pp 10162  ，解得 2p  或 8p  ，抛物线方程 2 4y x 或 2 16y x .

分析 此方法的关键是找到相关点，通过相关点可以求得轨迹方程中的系数，从而得到轨迹

方程.

（三） 参数法

若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.

参数法求轨迹方程的一般步骤：

为直径的点过 ( )20， ，设 B ( )20， ，

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 





 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过

 20， ，设 B  20， ，QF 为直径，故 BQBF  ；

在直角三角形 BOF 中
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化简得 pp 10162  ，解得 2p  或 8p  ，抛物线方程 2 4y x 或 2 16y x .

分析 此方法的关键是找到相关点，通过相关点可以求得轨迹方程中的系数，从而得到轨迹

方程.

（三） 参数法

若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.

参数法求轨迹方程的一般步骤：

为直径，故

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 





 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过

 20， ，设 B  20， ，QF 为直径，故 BQBF  ；

在直角三角形 BOF 中
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化简得 pp 10162  ，解得 2p  或 8p  ，抛物线方程 2 4y x 或 2 16y x .

分析 此方法的关键是找到相关点，通过相关点可以求得轨迹方程中的系数，从而得到轨迹

方程.

（三） 参数法

若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.

参数法求轨迹方程的一般步骤：

；

在直角三角形BOF 中

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 





 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过

 20， ，设 B  20， ，QF 为直径，故 BQBF  ；

在直角三角形 BOF 中
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化简得 pp 10162  ，解得 2p  或 8p  ，抛物线方程 2 4y x 或 2 16y x .

分析 此方法的关键是找到相关点，通过相关点可以求得轨迹方程中的系数，从而得到轨迹

方程.

（三） 参数法

若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.

参数法求轨迹方程的一般步骤：

由抛物线的定义得直线

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 





 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过

 20， ，设 B  20， ，QF 为直径，故 BQBF  ；

在直角三角形 BOF 中
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化简得 pp 10162  ，解得 2p  或 8p  ，抛物线方程 2 4y x 或 2 16y x .

分析 此方法的关键是找到相关点，通过相关点可以求得轨迹方程中的系数，从而得到轨迹

方程.

（三） 参数法

若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.

参数法求轨迹方程的一般步骤：

切圆于点 B ，因此可得

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 





 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过

 20， ，设 B  20， ，QF 为直径，故 BQBF  ；

在直角三角形 BOF 中
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化简得 pp 10162  ，解得 2p  或 8p  ，抛物线方程 2 4y x 或 2 16y x .

分析 此方法的关键是找到相关点，通过相关点可以求得轨迹方程中的系数，从而得到轨迹

方程.

（三） 参数法

若采用直接法或者其他方法不可求轨迹C，则可寻找引起动点 P运动的参数变量 t，建

立函数关系，进行消参、化简，得出轨迹方程C，此方法为此参数法.

参数法求轨迹方程的一般步骤：

.由于

（1）分析已知条件；

（2）寻找关系式  yxfx ,0  ，  yxgy ,0  ；

（3）将 0x ， 0y 代入已知曲线方程；

（4）整理 0x ， 0y 的数学表达式得到所求轨迹方程.

例 2 设抛物线C： pxy 22   0p 焦点为F ，点Q在C 上， 5QF ，若以QF

为直径的圆过点  20， ，求C的轨迹方程.

解 C的方程为 pxy 22   0p ，焦点 




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 0,
2
p

，
2
pOF  ，QF 为直径的点过
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分析 此方法适用于轨迹动点与坐标关系不明确.考虑将动点的横纵坐标用一个或多个参数

表示，消去参数得到轨迹方程C .参数法中常选变化的角、变化的斜率等作为参数，需注意

参数的取值范围对动点横纵坐标变化的影响.

（四）待定系数法
曲线形状已知时，通常选用待定系数法求解轨迹方程.

待定系数法求解轨迹方程一般步骤:

（1）作判断：依据条件判断圆锥曲线的焦点在 x或 y轴上，或两个坐标轴都可能；

（2）设方程：根据步骤 1设出方程；

（3）找关系：文字语言数学化，建立方程；

（4）得方程：解方程，即可得轨迹方程.
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例 4 已 知 A 、 B 、 D 三 点 不 共 线 ， 且  02，A ，  02，B ，

2AD ,  1
2

AE AB AD 
  
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，MN与 E点的轨迹相切，求椭圆方程.
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2AD ，则 122  yx  0y .

设  11 yxM ， ,  22 yxN ， ，中点  0 0x y， .由题意设椭圆方程为
2 2

2 2 1
4

x y
a a

 


.

直线MN的方程为  2 xky .又因直线MN与 E的轨迹相切，故 1
1

2
2


k

k
.

解得
3
3

k .

将  2
3
3

 xy 代入椭圆方程并整理，得   0316434 42222  aaxaxa .

所以  
2

1 2
0 22 2 3

x x ax
a


  

 ；

由题知，
5
4

0 x ，即   5
4

32 2

2


a

a
，解得 82 a .所求椭圆方程 1

48

22


yx

.

分析 待定系数法在已知轨迹的形状、性质的题中比较常用.这类型题极易与三角、数

列、平面向量等知识结合出题，同时考查推理运算的能力；分类与整合、数形结合的思想.

在计算时需体会向量、三角、数列的作用，注意简化运算.

（五）几何法
求动点轨迹问题时，动点的几何性质或多或少的与平面几何中的定理及有关平面几何知

识有着直接或间接的联系，因此可以利用平面几何或解析几何的知识分析图形性质，得到包

含题中已知量和动点坐标的数学等式，化简后就可以得到动点的轨迹方程，此方法称为几何

法.

例 5 已知两定点  6,0A  ，  2,0B ，O为原点，动点 P线段 AO、 BO
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在计算时需体会向量、三角、数列的作用，注意简化运算.

（五）几何法
求动点轨迹问题时，动点的几何性质或多或少的与平面几何中的定理及有关平面几何知

识有着直接或间接的联系，因此可以利用平面几何或解析几何的知识分析图形性质，得到包

含题中已知量和动点坐标的数学等式，化简后就可以得到动点的轨迹方程，此方法称为几何

法.

例 5 已知两定点  6,0A  ，  2,0B ，O为原点，动点 P线段 AO、 BO

间的夹角相等，求动点 P的轨迹方程.

解 设  ,P x y ，有 APO BPO   ，依据三角形的角平分线定理知

，则  122 =+ yx ( )0≠y .

设 ( )11 yxM ， ， ( )22 yxN ， ， 中 点 ( )0 0x y， . 由 
 
题意设椭圆方程为

2 2

2 2 1
4

x y
a a

+ =
−

.

直 线 M N 的 方 程 为 ( )2+= xky . 又 因 直 线 M N 与 

 
E的轨迹相切，故 1

1

2
2

=
+k

k
.
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解得 
3
3

±=k .

将 ( )2
3
3

+±= xy 代 入 椭 圆 方 程 并 整 理 ， 得 

例 4 已 知 A 、 B 、 D 三 点 不 共 线 ， 且  02，A ，  02，B ，

2AD ,  1
2

AE AB AD 
  

.过 A作直线交以 A、B为焦点的椭圆M 、N 两点，线

段 MN的中点到 y轴的距离为
5
4
，MN与 E点的轨迹相切，求椭圆方程.

解 设  yxE ， 由  ADABAE 
2
1

知 E 为 BD 的中点，  yxD 222 ， .又

2AD ，则 122  yx  0y .

设  11 yxM ， ,  22 yxN ， ，中点  0 0x y， .由题意设椭圆方程为
2 2

2 2 1
4

x y
a a

 


.

直线MN的方程为  2 xky .又因直线MN与 E的轨迹相切，故 1
1

2
2


k

k
.

解得
3
3

k .

将  2
3
3

 xy 代入椭圆方程并整理，得   0316434 42222  aaxaxa .

所以  
2

1 2
0 22 2 3

x x ax
a


  

 ；

由题知，
5
4

0 x ，即   5
4

32 2

2


a

a
，解得 82 a .所求椭圆方程 1

48

22


yx

.

分析 待定系数法在已知轨迹的形状、性质的题中比较常用.这类型题极易与三角、数

列、平面向量等知识结合出题，同时考查推理运算的能力；分类与整合、数形结合的思想.

在计算时需体会向量、三角、数列的作用，注意简化运算.

（五）几何法
求动点轨迹问题时，动点的几何性质或多或少的与平面几何中的定理及有关平面几何知

识有着直接或间接的联系，因此可以利用平面几何或解析几何的知识分析图形性质，得到包

含题中已知量和动点坐标的数学等式，化简后就可以得到动点的轨迹方程，此方法称为几何

法.

例 5 已知两定点  6,0A  ，  2,0B ，O为原点，动点 P线段 AO、 BO

间的夹角相等，求动点 P的轨迹方程.

解 设  ,P x y ，有 APO BPO   ，依据三角形的角平分线定理知

.

所以

例 4 已 知 A 、 B 、 D 三 点 不 共 线 ， 且  02，A ，  02，B ，

2AD ,  1
2

AE AB AD 
  

.过 A作直线交以 A、B为焦点的椭圆M 、N 两点，线

段 MN的中点到 y轴的距离为
5
4
，MN与 E点的轨迹相切，求椭圆方程.

解 设  yxE ， 由  ADABAE 
2
1

知 E 为 BD 的中点，  yxD 222 ， .又

2AD ，则 122  yx  0y .

设  11 yxM ， ,  22 yxN ， ，中点  0 0x y， .由题意设椭圆方程为
2 2

2 2 1
4

x y
a a

 


.

直线MN的方程为  2 xky .又因直线MN与 E的轨迹相切，故 1
1

2
2


k

k
.

解得
3
3

k .

将  2
3
3

 xy 代入椭圆方程并整理，得   0316434 42222  aaxaxa .

所以  
2

1 2
0 22 2 3

x x ax
a


  

 ；

由题知，
5
4

0 x ，即   5
4

32 2

2


a

a
，解得 82 a .所求椭圆方程 1

48

22


yx

.

分析 待定系数法在已知轨迹的形状、性质的题中比较常用.这类型题极易与三角、数

列、平面向量等知识结合出题，同时考查推理运算的能力；分类与整合、数形结合的思想.

在计算时需体会向量、三角、数列的作用，注意简化运算.

（五）几何法
求动点轨迹问题时，动点的几何性质或多或少的与平面几何中的定理及有关平面几何知

识有着直接或间接的联系，因此可以利用平面几何或解析几何的知识分析图形性质，得到包

含题中已知量和动点坐标的数学等式，化简后就可以得到动点的轨迹方程，此方法称为几何

法.

例 5 已知两定点  6,0A  ，  2,0B ，O为原点，动点 P线段 AO、 BO

间的夹角相等，求动点 P的轨迹方程.

解 设  ,P x y ，有 APO BPO   ，依据三角形的角平分线定理知

；

由 题 知 ，
5
4

0 =x ， 即 ( ) 5
4

32 2

2

=
−a

a
， 解 得 

 
82 =a .所求椭圆方程 1

48

22

=+
yx .

分析  待定系数法在已知轨迹的形状、性质的题中

比较常用.这类型题极易与三角、数列、平面向量等知

识结合出题，同时考查推理运算的能力；分类与整合、

数形结合的思想.在计算时需体会向量、三角、数列的

作用，注意简化运算.

（五）几何法

求动点轨迹问题时，动点的几何性质或多或少的与

平面几何中的定理及有关平面几何知识有着直接或间接

的联系，因此可以利用平面几何或解析几何的知识分析

图形性质，得到包含题中已知量和动点坐标的数学等

式，化简后就可以得到动点的轨迹方程，此方法称为几

何法.

例5 已知两定点 ( )6,0A − ， ( )2,0B ，O为原点，动点P

线段AO、BO

间的夹角相等，求动点P的轨迹方程.

解 设 ( ),P x y ，有 APO BPO∠ = ∠ ，依据三角形的角
平分线定理知

| | | |
| | | |
PA AO
PB BO

= .

故
2 2

2 2

( 6)
3

( 2)
x y
x y
+ +

=
− +

.

整理得 2 2 6 0x y x+ − = ，当 0x = 时， 0y = ，P和O重

叠，没有任何意义，所以 0x ≠ .又可知P在 x 轴上时，

任何点均有 00APO BPO∠ = ∠ = ，除线段AB以外.故 0y =
（ 6x < − 或 2x > ）也满足要求.

综上，轨迹方程为   2 2 6 0x y x+ − = （ 0x ≠ ）或

0y = （ 6x < − 或 2x > ）.

分析  几何法经常利用平面几何知识，如：三角形

的角平分线定理、圆的垂径定理、垂直平分线进行解

题，便于求轨迹方程.

（六）直接法

已知动点运动的几何等量关系，且可直接数学化为

含 x ， y 的等式，通过整理化简即可得动点的轨迹方

程，此方法称为直接法.

直接法求轨迹方程的一般步骤：

（1）建立坐标系，并设相关点；

（2）翻译几何条件为数学等式；

（3）通过代换使其成为代数方程；

（4）整理并化简方程；

（5）检查并验证所求轨迹方程即为所得.

例6  已知平面上两定点 ( )02，A ， ( )02，−B 动点P在

y 轴上的射影为Q，
2

2 .PA PB PQ⋅ =
 

求动点P的轨迹E的方
程.

解  设

| | | |
| | | |
PA AO
PB BO

 .

故

2 2

2 2

( 6 )
3

( 2 )

x y
x y
 


 

.

整理得 2 2 6 0x y x   ，当 0x  时， 0y  ， P和O重叠，没有任何意义，所以 0x  .

又可知 P 在 x轴上时，任何点均有 00APO BPO    ，除线段 AB 以外.故 0y 

（ 6x   或 2x  ）也满足要求.

综上，轨迹方程为 2 2 6 0x y x   （ 0x  ）或 0y  （ 6x   或 2x  ）.

分析 几何法经常利用平面几何知识，如：三角形的角平分线定理、圆的垂径定理、垂

直平分线进行解题，便于求轨迹方程.

（六） 直接法
已知动点运动的几何等量关系，且可直接数学化为含 x，y的等式，通过整理化简即可

得动点的轨迹方程，此方法称为直接法.

直接法求轨迹方程的一般步骤:

（1）建立坐标系，并设相关点；

（2）翻译几何条件为数学等式；

（3）通过代换使其成为代数方程；

（4）整理并化简方程；

（5）检查并验证所求轨迹方程即为所得.

例 6 已知平面上两定点  02，A ，  02，B 动点 P 在 y 轴上的射影为 Q ，

2
2 .PA PB PQ 

 
求动点 P的轨迹E的方程.

解 设P x y（ ， ），Q y（0， ），由已知得

 0PQ x 


， ，  2PA x y  


， ，  2PB x y   


， .

所以 2 22PA PB x y   


.

又知
2

2 .PA PB PQ 
 

故可得 2 2 22 2x y x   .

即所求轨迹方程为 2 2 2y x  .

分析 直接法求解轨迹方程问题的题型常与平面几何中的向量结合考查.解题时，只需

将题中的几何关系式直接翻译成代数等式，再经过化简，即可得到轨迹方程.

（七）交轨法
可选取同一个参数，建立两动曲线的方程，然后消去两动曲线方程中的参数即可得到两动曲

，由已知得

| | | |
| | | |
PA AO
PB BO

 .

故

2 2

2 2

( 6 )
3

( 2 )

x y
x y
 


 

.

整理得 2 2 6 0x y x   ，当 0x  时， 0y  ， P和O重叠，没有任何意义，所以 0x  .

又可知 P 在 x轴上时，任何点均有 00APO BPO    ，除线段 AB 以外.故 0y 

（ 6x   或 2x  ）也满足要求.

综上，轨迹方程为 2 2 6 0x y x   （ 0x  ）或 0y  （ 6x   或 2x  ）.

分析 几何法经常利用平面几何知识，如：三角形的角平分线定理、圆的垂径定理、垂

直平分线进行解题，便于求轨迹方程.

（六） 直接法
已知动点运动的几何等量关系，且可直接数学化为含 x，y的等式，通过整理化简即可

得动点的轨迹方程，此方法称为直接法.

直接法求轨迹方程的一般步骤:

（1）建立坐标系，并设相关点；

（2）翻译几何条件为数学等式；

（3）通过代换使其成为代数方程；

（4）整理并化简方程；

（5）检查并验证所求轨迹方程即为所得.

例 6 已知平面上两定点  02，A ，  02，B 动点 P 在 y 轴上的射影为 Q ，

2
2 .PA PB PQ 

 
求动点 P的轨迹E的方程.

解 设P x y（ ， ），Q y（0， ），由已知得

 0PQ x 


， ，  2PA x y  


， ，  2PB x y   


， .

所以 2 22PA PB x y   


.

又知
2

2 .PA PB PQ 
 

故可得 2 2 22 2x y x   .

即所求轨迹方程为 2 2 2y x  .

分析 直接法求解轨迹方程问题的题型常与平面几何中的向量结合考查.解题时，只需

将题中的几何关系式直接翻译成代数等式，再经过化简，即可得到轨迹方程.

（七）交轨法
可选取同一个参数，建立两动曲线的方程，然后消去两动曲线方程中的参数即可得到两动曲

.

所以 2 22PA PB x y⋅ = − +


.

又知
2

2 .PA PB PQ⋅ =
 

故可得 2 2 22 2x y x− + = .

即所求轨迹方程为 2 2 2y x− = .

分析  直接法求解轨迹方程问题的题型常与平面几

何中的向量结合考查.解题时，只需将题中的几何关系

式直接翻译成代数等式，再经过化简，即可得到轨迹方

程.

（七）交轨法

可选取同一个参数，建立两动曲线的方程，然后消

去两动曲线方程中的参数即可得到两动曲线交点的轨迹

方程（有时还可以由三点共线，斜率相等寻找关系）.

例7 已知 ( )2,2P − ， ( )0,2Q 以及直线 L ： y x= .设

长为 2 的线段 AB 在直线 L上移动.求直线PA与QB交点的

轨迹方程.

解 设 ( ),M x y ， ( ),A t t ， ( )1 1B t t+ +， ；直线 PA 与
QB 的方程分别是

( )2-2 2
2

ty x
t
−

= +
+

， ( )2t ≠ − ①

1-2
1

ty x
t
−

=
+

， ( )1t ≠ − ②

由①②两式消去 t 得 2 2 2 2 8 0x y x y− + − + =

即 ( ) ( )2 21 1
1

8 8
x y+ +

− = .

当 1t = − 或 2t = − 时，直线 PA 与QB 的方程也满足上

式.

因此，方程
( ) ( )2 21 1

1
8 8

x y+ +
− = 即为所求的轨迹方

程.

分析 本题利用点斜式求直线方程的方法，列出方

程，然后消去参数，化简，就可得到所求点的轨迹方

程.此外，应该考虑特殊点是否满足该曲线方程.

（八）向量法

在轨迹问题中已知条件经常涉及平行、共线的知

识，而平行、共线问题的求解与计算又与向量共线的充

要条件紧密相关.因此，在求解与此相关的轨迹方程时

会用到向量法.

例8 已知 ( )00，O ， ( )01，A ， ( )qpB ， 是三角形OAB的三
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个顶点，并且三角形OAB 的重心为C，外心为D，垂心为

E，当直线DE与OA平行时，求顶点B的轨迹方程.

解  由 ( )00，O ， ( )1 0A ， ， ( )B p q， ( )0≠q 可 求 
 
得 重 心 C 为 






 +

33
1 qp

， ， 外 心 D 为 






 −+
22

1 2 pqp
，  

 
，垂心E为 







 −
q

ppp
2

， ，因为

线交点的轨迹方程（有时还可以由三点共线，斜率相等寻找关系）.

例 7 已知  2,2P  ，  0,2Q 以及直线 L：y x .设长为 2的线段 AB在直线 L上移动.

求直线PA与QB交点的轨迹方程.

解 设  ,M x y ，  ,A t t ，  1 1B t t ， ；直线 PA与QB的方程分别是

 2-2 2
2

ty x
t


 


，  2t   ①

1-2
1

ty x
t





，  1t   ②

由①②两式消去 t得 2 2 2 2 8 0x y x y    

即
   2 21 1

1
8 8

x y 
  .

当 1t   或 2t   时，直线PA与QB的方程也满足上式.

因此，方程
   2 21 1

1
8 8

x y 
  即为所求的轨迹方程.

分析 本题利用点斜式求直线方程的方法，列出方程，然后消去参数，化简，就可得到所求
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设 ( )yxB ， ， 则 顶 点 B 的 轨 迹 方 程 为   
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分析 本题的要求是求轨迹方程，实质是了解学生对向量平行的掌握程度.主要是利用三点

共线转化为向量等价条件来解决问题的.

（九）复数法

在题中已知两个点 A、B相对应的复数，并且明确了其中一点  BA或 与其相对应的具体复

数，而已知另一点  AB或 移动轨迹.依据相关关系求  BA或 的轨迹，则我们应该考虑使用

复数法解决问题.

例 9 已知点  P a b， 与复数 Z 相对应，而点  Q x y， 与复数 2 3 4z i  相对应，假若点P

在已知曲线 1z  上自由移动，那么求点Q对应的轨迹方程.

解 由已知得 P与复数 z对应，令 z a bi  .则

     2 3 4 2 3 4 2 3 2 4z i a bi i a b i x yi            .

从而有 2 3x a  ， 2 4y b  .

解之得
3

2
xa 

 ，
4

2
yb 

 .

又由 1z  ，可得 2 2 1a b  .

进行代入计算可得

2 23 4 1
2 2
x y        

   
.

化简得Q的轨迹方程为    2 23 4 4x y    .

分析 本题根据数轴上的点与复数的一一对应关系，将相关复数进行假设，并通过已知曲线

代入，经过替换即可得所求点的轨迹方程.

四 结论

（一）轨迹问题的实质
求曲线方程C是解析几何学的两大基本问题之一.求符合某种条件的动点P的轨迹，其

实质就是利用题设列出轨迹满足的几何条件，通过坐标互化将其转换为寻求变量间关系，再

经过整理、化简，求得轨迹方程.

（二） 轨迹问题的类型
探求轨迹有两大类型:一种是已知几何关系、轨迹未知，常用求轨迹的方法有直接法、

相关点法(又称代入法和参数法;另一种是曲线类型已知,轨迹未知常采用定义法和待定系数

法.

（三）轨迹问题的易错点
求解曲线方程，首先要明确圆锥曲线C的性质，选好解题策略和拟定好具体解法，如参

.其中
2
1

≠x ， 0≠y .

分析  本题的要求是求轨迹方程，实质是了解学生

对向量平行的掌握程度.主要是利用三点共线转化为向

量等价条件来解决问题的.

（九）复数法

在题中已知两个点A、B相对应的复数，并且明确了

其中一点 ( )BA 或 与其相对应的具体复数，而已知另一点

( )AB 或 移动轨迹.依据相关关系求 ( )BA 或 的轨迹，则我们

应该考虑使用复数法解决问题.

例9 已知点 ( )P a b， 与复数Z相对应，而点 ( )Q x y， 与

复数 2 3 4z i+ − 相对应，假若点P在已知曲线 1z = 上自由
移动，那么求点Q对应的轨迹方程.

解  由已知得P与复数 z 对应，令 z a bi= + .则

( ) ( ) ( )2 3 4 2 3 4 2 3 2 4z i a bi i a b i x yi+ − = + + − = + + − = + .

从而有 2 3x a= + ， 2 4y b= − .

解之得 3
2

xa −
= ， 4

2
yb +

= .

又由 1z = ，可得 2 2 1a b+ = .

进行代入计算可得
2 23 4 1

2 2
x y− +   + =   

   
.

化简得Q的轨迹方程为 ( ) ( )2 23 4 4x y− + + = .
分析  本题根据数轴上的点与复数的一一对应关

系，将相关复数进行假设，并通过已知曲线代入，经过

替换即可得所求点的轨迹方程.

四、结论

（一）轨迹问题的实质

求曲线方程C是解析几何学的两大基本问题之一.求

符合某种条件的动点P的轨迹，其实质就是利用题设列

出轨迹满足的几何条件，通过坐标互化将其转换为寻求

变量间关系，再经过整理、化简，求得轨迹方程.

（二）轨迹问题的类型

探求轨迹有两大类型：一种是已知几何关系、轨迹

未知，常用求轨迹的方法有直接法、相关点法（又称代

入法和参数法）；另一种是曲线类型已知，轨迹未知常

采用定义法和待定系数法.

（三）轨迹问题的易错点

求解曲线方程，首先要明确圆锥曲线C的性质，选

好解题策略和拟定好具体解法，如参数 t 的选取，相关

点的变化规律及限制条件等等注意将动点 P的几何性

质合理数学化.求轨迹方程问题时，易错的是对轨迹纯

粹性和完备性的忽略，因此，在求得轨迹方程C后，应

仔细检查有无不符合条件的点或轨迹掺杂，若有及时删

除.另一方面，还应注意有无遗漏的点或轨迹，若有将

其补充.即轨迹上的点不能含有杂点，也不能少点，也

就是曲线上的点应与轨迹方程C相符合.

五、结束语

高中数学的轨迹问题是中学数学的重点及其难

点.轨迹问题的知识与平面几何、立体几何、解析几何

等相关知识密切相关.本文正是在这样的背景下探究

的，以近年高考中常见的求解轨迹问题的题型为例，

给出了求解轨迹方程的一般方法.同时为了拓宽学生的

解题思维也加入了两种并不常用的方法向量法和复数

法.首先，阐述每一种方法的解题突破口；其次，并对

每一种方法进行举例；最后，归纳出对应的求解策略.
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