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摘  要：党的二十大作出了“加快建设教育强国”的战略部署，在区域基础教育资源配置过程中，主管部门主

要关注的是学校需求预测、教师资源引进和分配。本文提出了简单随机抽样、分类预测和关联预测等三种方法进行

需求预测；建构三种数学模型（概率模型、整数规划模型、双目标整数规划模型）实现专任教师人力资源进行优化

分配、引进方案的制定。
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引言

通过调研获得 70 所初中的 15 门课程、5 种职称的

现有教师存量和需求量（调研表 1）以及 70 所初中对 15

种教师（63 类）有需求的学校数量（调研表 2）。进而

解决三个问题：问题1：对调研表2中的每一种教师来说，

应该至少引进多少人，才能保证有教师需求的学校中至

少有 50% 能够在 1 年内获得所需的教师？如果要求保证

在 1 年内至少 95% 的学校能够获得所需的教师呢？问题

2：如何对调研表 1 中的存量教师进行分配，才能使学校

总体获得最大满意度？问题 3：假设表 1 中的存量教师

数量全部为 0，如何决定每种教师的引进数量，以及如

何对这些增量教师进行分配，才能使 1 年内 95% 的初中

能获得所需的教师，且满意度最大？

一、数学模型的建立及求解

（一）符号说明

符
号

含义 说明

ijξ 第 i个学校是否需要第 j
类教师

1：表示需要，0：表示不需要。各
项之间相互独立，服从两点分布。

jη 全体学校中需要第 j 类教

师的总数

M

1
j ij

i
η ξ

=

=∑ ，M为学校总数， jη 服从二项

分布。

ijx 第 个学校是否分配到第

j 类教师
1：表示分配到，0：表示未分配到。

ija 第 i学校对第 j 类教师的

偏爱程度

即学校对教师的需求数量，值越小，
偏爱程度越高，满意度越容易实现。

ijb 第 i个学校分配到第 j 类
教师的满意度

1/ij ijb a= ，只考虑数量上是否被满足，

不考虑分配到校后教学产出的情况。

ija =0 时， ijb =0。

ijy 政府是否为第 i个学校引

进第 j 类教师
1：表示引进，0：表示不引进。

（二）问题 1模型的建立及求解

显然随机变量 ijξ 服从两点分布，即 { 1}ij jP pξ = = ，
{ 0} 1ij jP pξ = = − （1）

其中 jp 的取值见表 2-1。通过问卷调查，得到 70 个学校

愿意引进 5 类教师的学校数量，可得到各学校引进这些

教师的概率（频率是概率的近似值）。

表 2-1  学校引进 5类教师的概率

教师名称
1类教师
语文三级

2类教师
化学三级

3类教师
体育一级

4类教师
生命高级

5类教师
道德二级

第i类教师

被引进的概率
1 0.243p = 2 0.114p = 3 0.571p 4 0.086p = 5 0.357p =

设随机变量
70

1
j ij

i
η ξ

=

=∑ ， 1,2, ,j =  5，即 jη 表示 70 个

学校中引进第 j 类教师的总数，由于 ijξ （ 1,2, ,70i =  ）

之间相对独立，即学校间是否引进该类教师是相互独立

的，因而 jη 服从二项分布，因引进教师的学校数量是随

机的，为满足至少 50% 的学校能引进教师，那准备引进

的教师数量应随机，以它的数学期望为应该准备引进的

教师的数量。若以 (50% )jE η 为该类教师的准备引进量，则

可以得到满足至少50%的学校能引进到该类教师的概率。

设可以保证至少 50% 的学校能引进到该教师的可靠度为

99%，即 ( ) 99%tΦ = ，由此可以得到 2.33t = ，即：

50% (50% )
2.33 99%

(50% )
j j

j

E
P

D
η η

η

 − ≤ = 
  

（2）

50% (50% ) 2.33 (50% )j j jE Dη η η≤ + ×
135 2.33 70 (1 )
2j j jp p p= + × ⋅ − （3）

综上所述，以 99%的可靠度满足至少 50%的学校能够

引进到某类教师所需要准备引进的该类教师的数量为：

135 2.33 70 (1 )
2j j jp p p + × ⋅ −                                         

（4）

以 99％的可靠度使得一年内 95% 的学校能引进到该

教师，应准备引进的教师数量为：
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( )70 95% 2.33 0.95 70 1j j jp p p × ⋅ + × ⋅ ⋅ −   （5）

代入相关数据，可以得到为保证至少 50%、至少 95%

的学校一年内能引进到该类教师，需要准备引进该教师

的数量（见表 2-2）。

表 2-2  为了保证至少 50% 的人一年内引进该教师需要准备的

教师数量

至少
保证

名称
可靠
度张数

1类教师
语文一级

2类教师
外语正高

3类教师
生物正高

4类教师
地理高级

5类教师
体育一级

50% 99% 13 8 25 6 18

95% 99% 25 14 48 11 33

（三）问题 2模型的建立及求解

设对学校的分配矩阵为 X。由调研表 1，可以得到学

校对教师的偏爱程度矩阵为 B。由于 ija 的数字越大，表

示偏爱程度越小，同时学校得到该教师的满意度越小，因

而定义第 i 个学校对分配到第 j 类教师的满意度为 ijb ，则

学校的满意度矩阵为 C。

1 , 01

0, 0

ij
ijij

ij
ij

a
ab

a
a

 ≠= 
 =

1,1 1,2 1,63 1

1,1 1,1 2,63 2

70,1 70,2 70,63 70

b b b C
b b b C

C

b b b C

   
   
   = =
   
   

  





   




，其中 (6)

当第 i 个学校得到其偏爱程度为 1、2 和 3 的 3 类教

师时，它是最满意的，其满意度为 1 1 111
2 3 6

+ + = ，由此可

以得到第 i 个学校的标准化满意度为：
63

63
1

1

6 , 1, 2, ,7011 11 11
6 6

ij ijT
ji i

ij ij
j

x b
X C x b i=

=

⋅
⋅

= = ⋅ =
∑

∑  (7)

为使所有的学校获得最大的满意度，只要它们的满

意度和达到最大。在分配过程中，每种教师分配给学校

的总数不超过已有可分配的总数。由此可以得到问题 2

的模型为：

70 63

1 1

6max
11 70 ij ij

i j
x b

= =× ∑∑ (8)

(9)

70

1
. . , 1, 2, ,63 0 1 1,2, ,70 1,2, ,63ij j ij

i
s t x n j x i j

=

≤ = = =∑   。 取 或， ，      (9) 

 
70

1
. . , 1, 2, ,63 0 1 1,2, ,70 1,2, ,63ij j ij

i
s t x n j x i j

=

≤ = = =∑   。 取 或， ，      (9) 

 根据上述模型，使用 Lingo 软件进行求解。结果统

计分析如下：目标函数满意度之和的最大值为 8.487；

没有得到教师的学校数量为 0；得到教师的最少数量为

4 个教师，学校数量为 1，需求量满足率为 11.76%；得

到教师的最大数量为 30 个教师，学校数量为 1，需求量

满足率为 81.08%；需求量满足率最小值为 11.76%，其学

校数量为 1，占学校总数的 1.43%；需求量满足率最大值

100%，其学校数量为 9，占学校总数的 12.86%；70 所学

校的需求量平均满足率为 72.39%。前 8 所学校获得教师

数量及其需求量满足率的情况见表 3-4。

表 3-4  前 8 所学校获得教师数量及其需求量满足率情况

学校获得
的教师
数量

学校需求
的教师
数量

学校的
需求量
满足率

自贡市工读学校 11 11 100.00%

荣县旭阳镇富北学校 19 28 67.86%

富顺第三中学校 13 13 100.00%

富顺县高石九年制学校 21 21 100.00%

四川省自贡市第八中学 21 21 100.00%

富顺县童寺镇宝庆九年制学校 22 22 100.00%

自贡市贡井区龙潭中学校 21 28 75.00%

荣县留佳初级中学校 16 20 80.00%

分配

名称

学校

（四）问题 3模型的建立以及求解

考虑到调研表 1 中的数据，给出一种合理的引进方

案，分两次完成引进方案。

二、第一阶段引进方案

设 ,1 ,1 ,63( , , )i i i iY y y y=  表示针对第 i 个学校的需求所选

取的引进方案。

考虑有 60% 的学校每年引进教师两次，而 40% 的学

校每年只引进一次，因此假设一年内会有两次引进方案，

其中调研表 1 作为第一次引进方案，首先利用调研表 1

的数据给出第一阶段引进方案。在引进中，保证 95% 的

学校得到想引进的教师，即 95% 的学校得到需求中的教

师，同时要使各学校的满意度最大及资金预算考虑，假

设每次分配中，各学校获得的教师数量不超过 5 个，给

出如下模型：

(10)

70 63

1 1

70 63

1 1

min

6max
11 70

ij
i j

ij ij
i j

y

y b

= =

= =

⋅
×

∑∑

∑∑
，

63

1

63

1

63

1

63

1

63

1

70 63

1 1

0 5, 1,2, ,70

1, 1, 2, ,70

2, 1,2, ,70

. 3, 1, 2, ,70

4, 1,2, ,70

70 95% 5

0 1 1, 2, ,70 1,2, ,63

ij
j

ij
j

ij
j

ij
j

ij
j

ij
i j

ij

y i

y i

y i

s t y i

y i

y

y i j

=

=

=

=

=

= =

 ≤ ≤ =



≠ =



≠ =

 ≠ =



≠ =


 ≥ × ×

 = =


∑

∑

∑

∑

∑

∑∑











 取 或， ，

 (10) 
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由上述目标函数及约束条件可以看到，此整数规划

有多个解，这些解是从70个学校中任取95%以上的学校，

对于 95% 以上的学校中的每一个学校选取其各偏爱程度

的教师。最后统计每类教师被 95% 以上的学校选为各偏

爱程度的总数，则可得到该类教师引进的数目。第一阶

段引进方案使用 Lingo 软件进行求解。

三、第二阶段引进方案

为满足 95% 的学校的需求，根据 60% 的学校一年内

的第二次引进需求，进行第二次引进。考虑到没有 60%

的学校第二次引进的需求量，将利用调研表 1，随机选

取 42（70×60%）个学校的已有需求数据，作为第二次

引进需求量。为便于数学符号上的处理，不失一般性，

选择 70 所学校中的前 42 个学校的需求量作为第二次需

求量。因为这 42 个学校在第一阶段引进方案中已经满

足了各学校偏爱程度为 1 的教师的需求，所以在第二次

需求中对在第一次分配中已分配到教师的各学校需求应

减去已分配量，则第二次需求中各学校相应的满意度为

1/ ( )ij ij ijd a y= − ，中 1,2, , 42i =  ， j 1, 2, ,63=  ，即若第 i 个
学校在第一次分配到第 j 类教师时，则在第二次分配中，

第 i 个学校对第 j 类教师的满意度分母减去已分配数量。

设 ( ),1 ,2 ,75, , ,i i i iZ Z Z Z=  表示根据第二次引进需求，针对第 i

个学校的需求主管部门引进教师的方案。

在第二次分配中，当第 i 个学校得到其偏爱程度为2、

3、4、5、6 的 5 类教师时，它是最满意的，其满意度为

1 1 1 1 1 87
2 3 4 5 6 60
+ + + + = ，由此可以得到第 i个学校的标准化

满意度。为使所有的学校获得比较大的满意度，只要使

它们的满意度之和达到最大即可。在第二次确定引进方

案时，一方面需要考虑第一阶段引进时所有的相关问题，

可得到如下模型：

63

1

63

1

63

1

63

1

63

1

42 63

1 1

0 5, 1,2, , 42

1, 1,2, , 42

2, 1,2, , 42

. 3, 1,2, , 42

4, 1,2, , 42

42 95% 5

0 1,2, , 42, 1,2, ,63

ij
j

ij
j
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j

ij
j

ij
j

ij
i j
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z i

z i

z i

s t z i

z i

z

z i j

�

�

�

�

�

� �

� � � ��
�
�

� ��
�
�

� ��
�
�� � ��
�
�

� ��
�
�
� � � �
�
� � � ��
��

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

� �1,

42 63

1 1

42 63

1 1

min

6max
609

ij
i j

ij ij
i j

z

z d

= =

= =

⋅

∑∑

∑∑ (11)
,

此模型的解法类似于第一阶段引进方案模型的解法。

第二阶段引进方案使用 Lingo 软件进行求解。综合以上

两步，则可以得到引进教师数量的方案为：

70 42 42 42 42

1 1 1 1 1

70 42 42

1 1 1

,

,

ij ij ij ij ij
i i i i i

j

ij ij ij
i i i

y z y z y
w

y z y

= = = = =

= = =

  + − ≥    = 
 <

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ (12)

其中 j 1, 2, ,63=  ， jw 表示引进第 j类教师的数量。

两阶段综合后前10类教师的最终引进数量见表3-5。

表 3-5  两阶段综合后前 10 类教教师最终的引进方案

教师
语文
三级

语文
二级

语文
一级

语文
高级

语文
正高级

数学
三级

数学
二级

数学
一级

数学
高级

数学
正高级

一阶段引进量 2 3 8 5 0 1 0 1 1 0

二阶段引进量 0 5 1 8 1 3 6 8 11 1

最终引进量 2 8 9 13 1 4 6 9 12 1

四、结果的合理性检验

由问题 1 的检验结果看到，要使 95% 的学校分配到

自己想引进的教师的可靠度依次增大的时候，主管需引

进的教师的数目也随着增大，这是符合实际情况的。问

题 3 还可随机选取了 70 个学校的数据作为一组随机变量

验证模型的正确性，结果同样合理。
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