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SM Solver 应用于位移法求解内力的演算
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摘  要：文章以位移法求解超静定结构内力为例，阐述了如何将 SM Solver 应用于位移法求解超静定结构内力

的演算。通过案例展示，证明了 SM Solver 软件在结构力学教学中的重要性，可用于高校土木专业结构力学教学和

考研辅导。SM Solver 辅助结构力学教学有助于激发学生学习兴趣，培养学生自主学习能力，提高学习效率。
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引言

结构力学是土木工程及相关专业必修的一门重要学

科基础课程，它既是前续高等数学、大学物理、理论力

学及材料力学等课程的深化和延伸，又是后续结构设计

原理、钢筋混凝土结构、钢结构等专业课程的基础，也

是土木类研究生入学考试的重要考试科目，在土木类专

业人才培养体系中具有举足轻重的地位 [1]。

为了辅助结构力学课程教学，清华大学袁驷教授

主持研发出结构力学求解器（Structural Mechanics 

Solver，简称 SM Solver），这是一款面向师生和工程

技术人员的计算机辅助分析计算软件 [2-5]，能够解决结

构（体系）的几何组成，静定和超静定结构内力和位移，

影响线、自由振动、弹性稳定、极限荷载等经典结构力

学所涉及的一系列问题[2-5]。该软件界面友好、功能完备，

被广泛使用于师生教学 [2-5]，也被许多工程技术人员用

于各类结构设计、计算、验算 [6-9]。

为了激发学生学习结构力学的兴趣，提高学生自学

的效率和质量，帮助学生开展结构力学考研复习，本文

以位移法求解平面超静定刚架的内力为例，介绍结构力

学求解器 v2.6.1 在辅助解决结构力学问题中的作用。

一、超静定结构内力计算问题

位移法是结构力学中极为重要的分析方法，采用位

移法求解超静定结构内力是土木类大学生必须掌握的重

要知识，也是《结构力学》课程考试和研究生入学考试

的必考题型。

为了阐述清楚如何实现结构力学求解器辅助解决结

构力学问题，本文以参考文献 [10] 中例题 7-1：“求解

一平面超静定刚架受到静力荷载作用下的内力”为例。

其题目如下：已知图示超静定刚架，梁和柱的抗弯刚度

分别为EI1 和EI2，且EI1:EI2=2:1。左柱承受均布荷载

q=10kN/m，求分别用力法和位移法作刚架的内力图 [10]。

二、位移法的基本原理与过程

静定结构的内力通过静力平衡条件即可求解，而超

静定结构的内力需要考虑静力平衡、物理和几何条件[10]。

为简化计算，通常选取超静定结构的部分未知量作为基

本未知量求解，从而表示其他未知量为基本未知量的函

数来得出结果 [10]。超静定结构内力计算方法可分为力法

和位移法两类，前者以某些力为基本未知量，后者以结

构的位移为基本未知量。这两种方法形式相似，但实质

不同，初学者易混淆。

位移法有三假定：（1）忽略轴向变形影响；（2）

弯曲变形微小；（3）剪切变形对位移影响忽略。位移

法求解超静定结构内力通常包括以下步骤：

1. 选取位移未知量

选择位移未知量：以结构节点位移为基本未知量，

包括独立的节点角位移和线位移。节点角位移数等于刚

结点数；线位移数由铰化法确定，即把刚架所有刚结点

（包括固定支座）都改为铰结点，如果体系变成几何可

变体系，则使它变为几何不变体系所需添加的链杆数目

即等于原结构的独立线位移数目。

以本例题举例说明：原结构有一个刚结点D，该点有

一个节点角位移。将所有刚结点改为铰结点，得到几何可

变体系。添加水平活动铰支座使其成为几何不变体系，原

结构在CD 连线方向上有一个水平线位移。原结构有两个位

移未知量，一个为D点角位移，一个为CD连线方向线位移。

2. 确定基本体系

在原结构的独立位移结点上添加附加约束，得到基

本结构。基本结构在荷载和基本未知量作用下形成原结

构的基本体系。例如，本文例题的基本结构和体系如图

1 所示。位移法确定结点角位移和线位移作为基本未知

量，因此基本结构和体系形式唯一。

       (a) 基本结构                 (b) 基本体系

图 1  超静定刚架的位移法基本结构和基本体系
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3. 建立基本方程（组）

对于具有n 个独立结点位移的结构，可在相应位移

位置加上n 个附加约束（角位移加附加刚臂，线位移加

附加链杆），形成基本结构。基本结构加原荷载和 n 个

基本未知量（位移）构成原结构的基本体系。根据静力

平衡条件，基本体系在各结点位移和荷载作用下，每个

附加联系上的约束力均为 0，可列出n 个独立平衡方程：

   （1）

式中， 称作刚度系数，等于基本结构在单位位移

单独作用下沿 方向产生的附加约束力（矩），且

与 数值相等； 称作自由项，等于基本结构在给

定外荷载单独作用下沿 方向产生的附加约束力（矩）。

4. 计算系数和自由项

查结构力学教材中的形常数和载常数表可分别得到

刚度系数 和自由项 ，此处不再赘述。

5. 解方程（组），算出未知量

按照第 4 步计算出方程（组）中的各刚度系数 和

自由项 ，并代入到式（1）的方程（组），即可求算

出各未知力 。

6. 绘出结构内力图

采用叠加法，最终原超静定结构的内力等于各未

知量 和给定的外部荷载在基本结构上所产生的内力之

和，即：

            （2）

           （3）

          （4）

三、结构力学求解器辅助求解

按照结构力学求解器的建模顺序构建本文例题的力

学模型，因结构力学求解器采用数值精确求解方式，不

支持符号运算，为了计算方便，在此直接将EI2赋值为1，

则EI1:EI2=2:1=2，忽略轴向和剪切变形影响，其他参数

按照给定数值输入，得到例题的位移图和弯矩图如图 2

所示。

       (a) 结构位移       (b)M 图

图 2 超静定刚架的位移及内力图

从图 2 可以看出，通过结构力学求解器建模分析，

可以快速获取结构内力和位移，有助于自学者和考研复

习者验证答案准确性，辅助学习结构力学。然而，仅有

计算结果，缺乏分析过程和步骤，无法深入帮助学习者

理解和解决问题。因此，本文将详细说明如何使用求解

器根据问题演算式解决结构力学问题。

1. 确定位移未知量

确定结点位移数目是解决超静定结构内力的首要步

骤。位移数目一旦错误，后续求解将失去意义。通过求

解器构建力学模型（如图 3 所示），在“编辑器”窗口

选择“求解”下拉菜单中的“位移计算”按钮，可得出

例题模型的位移图（见图 2（b））。C、D 结点水平线位

移相同，D 结点有角位移，CA 和 CD 杆的 C 端有角位移。

由于 C 结点为铰，两角位移不需考虑，结构仅有 2 个结

点位移：D 结点角位移和 CD 方向线位移。因此，通过求

解器分析位移可确定结构的结点位移数目。

图 3  例题力学模型

2. 确定基本体系

在确定了结点位移未知量的数量和位置后，对原结

构的 D 结点进行改动，加上刚臂和沿水平方向的 CD 杆，

形成一个新的基本结构，即原结构的基本体系（见图 1

（a））。在求解器中建立该基本结构的力学模型后，对

基本结构施加水平链杆上的未知水平线位移 和 D 结点上

的未知正向转角位移 ，同时施加外部荷载，形成原结构

的基本体系（见图 1（b）），并在求解器中建立该基本

体系的力学模型。

3. 建立基本方程（组）

依据基本体系在各结点位移和荷载共同作用下每个

附加联系上的约束力（约束反力或反力矩）都等于 0 的

静力平衡条件，在本例题中，便可列出 2 个独立的平衡

方程：即

  （5）

4. 计算系数和自由项

为了确定式（5）中刚度系数和自由项的具体数

值，可在基本结构力学模型的基础上单独加上 、

和外荷载作用，在求解器中建立相应力学模型，

求得附加刚臂和附加链杆上的约束反力矩和约束反力（见

图4）。需注意，由于结构力学求解器无法进行符号运算，
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因此通常将EI2 设为 1，导致刚度系数和自由项中不含

EI2。在计算时可手动乘以EI2，但不乘也不影响方程求解。

此外，约束反力矩和约束反力也可直接从各计算模型中

求解导出，结果列于表 1，包括各系数和自由项。

5/3， -1/6， 5/72， ， .

(a) 图及对应反力 (b) 图及对应反力 (c) 图及对应反力

图 4 例题基本结构在 、 和外荷载单独作用下内力及反力

表1 、 和外荷载作用下基本结构的附加反力（矩）

荷载因素 刚臂上附加反力矩 链杆上附加反力

作用 5/3 -1/6

作用 -1/6 5/72

外荷载作用 0 -22.5

5. 解方程（组），算出未知量

将第（4）步计算出的方程组中的各系数和自由项代

入到方程组（5），得出方程组，可求算出未知位移

和 ，即

                

                           （6）

6. 绘出结构内力图

采用叠加法，将第（5）步算出的 和 代入式（2），

即得到原超静定结构的弯矩 ( 见图 3（c）)，其结果与

参考文献 [10] 中答案完全一致。原超静定结构的剪力和

轴力亦可以同法算出，在此省略。

结语

本文运用结构力学求解器进行位移法求解超静定

刚架内力的演算。通过实例演算表明，利用 SM Solver

建立超静定刚架模型可帮助学生确定结构结点位移位

置和数量。在位移节点增加附加刚臂或链杆，并适当

调整，可得到基本结构和体系，建立基本结构在不同

位移和外荷载作用下的力学模型。这有助于学生确定

解方程组的刚度系数和自由项值，从而轻松应用位移

法求解超静定结构内力。SM Solver 作为辅助工具在结

构力学教学中具有可行性，激发学生学习兴趣。充分

利用该功能可提高高校土木专业学生结构力学自学和

考研复习效率与质量。使用时需注意求解器基于数值

精确计算而非符号运算，因此在力学建模时需为符号

参数适当赋值。
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