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隐圆的相关应用
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摘  要：隐圆问题是高中数学中难度较大的一个跨单元主题，承接于初中的圆，融入了高中的平面向量、解三

角形、解析几何等内容，须充分挖掘、发现和利用已知条件找出隐圆，本文从定点定值、动点轨迹、阿氏圆、向量

定值、四点共圆五个方面进行论述隐圆的应用。

关键词：隐圆；平面向量；阿波罗尼斯圆；托勒密定理；解析几何

【DOI】10.12252/j.issn.2096-6288.2024.09.085

引言

圆在初中数学知识是一个重要知识，并与直线融合

考查，跨入高中，直线与圆仍然密不可分，也是平面解

析几何的重要内容，可以通过函数、向量、三角、圆锥

曲线等综合考查，综合性强，难度较大，其中隐圆更是

平面解析几何的一大难点。

一、定点定长定隐圆

（一）圆的定义

在平面内，所有到定点的距离等于定长的点的集合

叫作圆 [1]。

（二）例题剖析

例 1：（2023 湖北鄂州中考），在平面直角坐标系

中， 为原点， ，点 为平面内一动点，

，连接 ，点 是线段 上的一点，且满

足 . 当线段 取最大值时，点 的

坐标是（     ）

A.         B.             C.         D.

解析：由圆的定义可知点 在以 为圆心， 为半

径的圆上，取点 ，连接 ，分别过 ， 

作 ⊥ ， ⊥ ，垂足为 ， ，易证

，则问题可转化为“当线段 取最

大值时，求点 的坐标”，而由图可知当 ， ，

三点共线时， 取最大值 9，则 最大值为 6，易证

， ，则 ，

，即点 的坐标为 ，故选 D.

例 2：如图 1， 为

的直径， ，点

为圆上任意一点，

⊥ 于 ，当点 在

上运动一周，点 运动的路

径长为 _____________。

解析：由 ⊥ 可知，点 到 中点 的距

离为 2，即点 在以 为圆心，2 为半径的圆上，则点

运动的路径长即该圆的周长，周长为 。

点评：若题目中含有定点、定长的条件（如例题 1

中 为定点， ），则可根据圆的定义找出符合题

目条件的隐圆，但例 2 中并未直接体现定点、定长，而

是借用直角三角形的性质“斜边中线等于斜边一半”隐

藏定点、定长的条件。故例 2 的难点就在于需要学生从

题干中的直角三角形的性质寻找线段之间的等量关系。

因此，利用定点、定长构造隐圆时，可能需要借助勾股

定理、中位线性质定理、三角形三边关系、平行线分线

段成比例、等腰三角形判定、全等三角形判定与性质等

知识转化题干中的条件来构造隐圆模型求解。[2]

二、动点隐圆（轨迹圆）

（一）动点隐圆

若 为顶点，点 在圆上运动，则线段 的中点

的轨迹也是一个圆。

（二）例题剖析

例3：线段 的端点 ， 在圆 上

运动，则线段 的中点 的轨迹方程为 __________。

解析：由题知设 ， ， 为 的

中点，则 的坐标可用 ， 的坐标表示。又因为

图 1
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点 的坐标满足 ，则 的坐标满足

（即点 的轨迹是一个圆），故点

的轨迹是以 为圆心，以 1 为半径的圆，轨迹方程

为 。

例 4：（2022 年滁州模拟） 为圆 ：

上的两个动点， 为弦 的中点，若

，则点 的轨迹方程为 ____________。

解析：由于 为弦 的中点， ，

结合直角三角形的性质可知点 到圆心 的距离为定

长符合圆的定义，即点 的轨迹为圆。因为点 ， 

在圆上， 为 的中点且 ，圆的半

径为 ，所以动点 到 的距离为 1，即点 的轨

迹为以 为圆心，以 1 为半径的圆，轨迹方程

为 。

点评：当问题涉及某动点的轨迹方程（或轨迹路径

长）时，依据题目已知条件确定动点轨迹是否为圆；若是，

则结合已知条件及圆的定义及性质来探求对应动点的轨

迹方程（或轨迹路径长）如例 3 此类题型，可将动点坐

标用已知点的坐标表示，则可知动点坐标需满足的条件，

一般情况下需满足的条件即动点轨迹方程。而例 4 中无

已知坐标的点，则需要用到数形结合的思想，借助直观

的“形”来解决未知的“数”。常见求轨迹的方法有直

接法、定义法、相关点法、参数法、交轨法等。[3]

三、阿波罗尼斯圆

（一）定义

阿氏圆是阿波罗尼斯圆的简称，即平面内到两个

定点的距离之比为一个不等于 1 的正数的点的轨迹是

圆。这个轨迹最先由古希腊数学家阿波罗尼斯发现，

故称作阿氏圆。其具体定义如下：如图 2 所示，已知

， 是平面内的两个定点，若平面内的点 满足

，则点 的轨迹是圆。若在线段

及其延长线上分别上取点 ， 

，且使得 ，则点

的轨迹就是以 为直径的圆，

该圆就是阿波罗尼斯圆，简称阿

氏圆。[4]

（二）例题剖析

例 5：平面内到两定点距离之比等于定值（不

为 1）的动点轨迹为圆，该轨迹被人们称为阿波罗尼

斯圆。平面有两点 ， ，且该平面内的

点 满足 ，若点 的轨迹关于直线

对称，则 的最小值是

（      ）

A.10        B.20        C.30        D.40

解析：设点 , 因为 ，则

，即 ， 

所 以 点 的 轨 迹 方 程 为 . 

又 的 轨 迹 关 于 直 线 对 称，

所 以 圆 心（5,2） 在 该 直 线 上， 则 ，

，当且仅当 ，

即 ， 时，等号成立，最小值为 20.

点评：若题目中出现类似线段比值条件，则可考虑

构造阿波罗尼斯圆来解决实际问题，常见于最值问题中。

对于此类题型需注意题中线段比值是否为定值且比值不

为1，若不满足则无需考虑利用阿波罗尼斯圆模型解答。

四、向量定点定值

（一）性质

动点 满足对两个定点 ， 满足 ， 

那么点 的轨迹是一个圆。

事实上，由于 是定值，设 中点为 ， 

根 据 平 面 向 量 的 极 化 恒 等 式 得

，即 ，故动点

的轨迹是以 中点 为圆心，半径为

的圆。

（二）例题剖析

例 6：如图 3，正方形  

的边长为 6，点 ， 分别在边

， 上， 且 ， 

，点 在正方形  图 2 图 3
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的边 或 上运动，若 ，则满足条件的

点 的个数为 __________.

解析：由4.1的分析知，动点 是以 中点为圆心,

半径为 的圆 ,即该例题中动点 是以 中

点为圆心，半径为 的圆，所以共有4个点满足条件。

例7：（2020年上海卷）已知 ， ， ， ，…， 

（ N*）是平面内两两互不相等的向量，满足

， 且 （ 其 中 ，

），则 的最大值为 __________.

解析：如图 4，设 ， ， ，则

.因为 ，所以 到

， 的距离等于 1或 2，即

为以 为圆心，1为半径的

圆、以 为圆心，2为半径的

圆、以 为圆心，1为半径的

圆、以 为圆心，2为半径的

圆四个圆中任意两个圆的交点，

则满足条件的点 共有 6个，故

的最大值为 6.

点评：若题目中出现两向量乘积为一定值（一动点

对两定点）条件，则可运用定点定值模型，求出动点所

在的轨迹圆的方程，再根据具体条件分析利用轨迹方程

求解。对于向量型隐圆，可以从几何性质或相关知识入手，

将“数”的问题转化为点、直线等与圆的位置关系问题，

再利用相关的距离公式进行解题。

五、四点共圆与托勒密定理

（一）定理

若四边形 对角互补或

，则 ， ， ， 四点共圆。

（二）例题剖析

例 8：在 平 面 四 边 形 中， ，

， ， ，则 的最小值

为 ______.

解析：如图5，设 ，则 ， ， 

则由托勒密不等式得 ，即

，整理得 ，当且

仅当 ， ， ， 四点共圆

时等号成立，且最小值为 .

点评：当题目中出现四边

形且为线段最值问题时，可考

虑是否能为圆的内接四边形；

若能，则可进一步判断是否可

用利用托勒密定理进行解题。注意不是所有的四边形都

有外接圆，当且仅当四边形的对角相加等于 180 度时，

该四边形存在外接圆。

结语

隐圆问题可大致分为上述五类，本质上是考查学生

对圆的定义及相关性质的掌握程度，而同时隐圆问题还

可结合平面几何、解三角形、解析几何来提高解题难度。

当解决隐圆问题时，先确定是隐圆五种模型定点定值、

动点轨迹、阿氏圆、向量定值、四点共圆中的哪一类，

再将依据题中条件画出草图，数形结合加以运用相关几

何知识及公式来解决具体问题。随着时代发展、选拔改革，

如今的考试侧重于创新，这意味着学生做题时，需注意

审题，具体问题具体分析，切忌思维定势，突破固有解

题思维，但同时也要多梳理归纳总结隐圆所可能涉及的

相关知识，做到多角度思考、理解问题，能够做到学以

致用，丰富解题经验，完善解题思维，进而提高解题效率。
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