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高等数学教学中函数的三种连续性探究
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摘  要：函数的连续性、一致连续性和绝对连续性一直都是实变函数的重要内容，都是建立在函数极限概念的

基础之上，用以刻画函数的图像变化情况和研究函数性质。本文深入解析三种连续性并列出实函数例子，彻底缕清

在不同区间上，三种连续性的关系，最终给出定理和详细证明过程。
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引言

函数的这三种连续性是层层递进的关系，要求条件

也逐步严苛。在高等数学教学中，连续和一致连续同为

重点难点，也是不少学生较为困惑不解的。尤其，一致

连续与绝对连续更甚。绝对连续已经属于实变函数的范

畴，因此在普通的高等数学教学中提及不多，但对于学

习数学物理专业，是务必要掌握住的重点难点。本文通

过分析概念，举例论证以及证明，给出三种连续性及它

们之间关系的主要结论。即，函数 在区间 上一致连续，

可得 在区间 上连续，反之不一定。若 为有限闭区间

，据康托定理， 在 上连续等价于 在 上一

致连续。另外，一致连续与绝对连续的主要区别在于 的

选取，一致连续可视为绝对连续的一种特殊情况。

定义 1[1] 若函数在 点附近 有定义，并且

称 在 点连续，或者称 点是 的连续点。

某些文献教材中用增量 结合图像给出函数连

续直观的定义 .若函数在 点附近 有定义 ,如果

称 在 点连续。容易得出，该两种连续性的定义

是互为充要条件的，这个问题留个读者自行思考。常见

的基本初等函数在定义域内都是连续的，主要包括常数

函数，幂函数，指数函数，对数函数，三角函数，反三

角函数。这些函数的图像性质等读者应已经掌握，这里

也不再赘述。

定义  若函数在 点附近 有定义，若 ， 

，使得当 时有

，

则称 在点 处连续。如果函数 在区间
内每一点都连续，则称 在开区间 内连续。这种定

义描述用的是法国数学家 A.L.Cauchy 的 语言，严密

性极强。在研究的一致连续，绝对连续中，被广泛的使用。

定义 2 函数 在区间 的每一点都连续，则称
在区间 内连续。

定义 3 若对任何 ，存在 ，使得当 ，  

且 时有

则称 在 上一致连续。函数的一致连续性是指
函数在定义域上或指定的范围内的任意两个点之间，当

这两个点的距离足够小时，函数值的增量都不会超过一

个预设的固定的值。这里可以给出例子来更好地理解

一致连续。如 在区间 上是一致连续的。当

时，对任何  可取 ，那么对

上的任何两点只要  就能确保

就是说该函数在区间 内是一致连续。其中给

出的 也直接说明了其存在性。这里需要注

意的是 取值并不是唯一的，只要能充分的论证

成立都是可以的。另：函数 在区间 上
是连续的，但不再是一致连续。此时的 无论如何取值（取

值需要与 有关），都无法确保
定义4[2] 设 是 上的实值函数，若对任何 ， 

恒有 ，使对于 中任何有限个两两不相交的开区间

，即
 …… 

只要 ，便有 [3]

则 称为 上的绝对连续函数。绝对连续性是指函

数在定义域或指定区域上的任意两个点之间，当这两个

点距离足够小，函数图像是光滑的连续的。绝对连续性

是一种更强的连续性要求，普通的常数函数就是一个绝

对连续函数的例子。

这里也给出一个绝对连续的非平凡的例子

函 数 可 积， 即 . 

定义函数 .

根据函数的一致可积性，对任何 ，存在 ， 

使得对任何

如果 ，则 .

特别的，对任何 中不交开区间族

如果 ，那么

  

一、连续性与一致连续性

函数 在区间 上连续是一致连续的必要条件；若

为有限闭区间 ，据康托定理，充分性成立。而对于 为

开区间及无穷区间的情形，充分性不一定成立。但是，具

备一定的条件时，充分性也成立。在一般条件下，函数连

续则未必一致连续，函数一致连续则在该区间上一定连续。

（一）有限开区间上连续性与一致连续性的关系

若函数 在有限开区间 上连续，则它在该区间

上一致连续的充分必要条件是 与 都存在。
证明过程如下：
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充分性：

令 ， ，则 为定义在闭区
间 上的连续函数，则 在闭区间 上一致连续，

从而 在开区间 上一致连续，充分性得证。

必要性：

由 于 在 开 区 间 上 一 致 连 续， 则 对

，当 ， 时有

因此，当 ， 时
有 ,

由柯西准则得 存在，同理可证 存在，
必要性得证。

上述证明说明，在有限开区间上（或半开半闭区间上）

函数的连续性与一致连续性是否等价取决于函数在两端点

处的极限情况。这里典型的例子就是上面提到的 ，在
区间 上是连续函数，但不一致连续。在 上是连

续函数，也是一致连续函数。两者不同的关键在左端点

处的极限存在与否，决定函数在不同区间的一致连续。

（二） 无穷区间上连续性与一致连续性的关系

若函数 在无限区间 上连续，则在该区间极

限 存在。那么函数 在区间 上一致连续。
证明过程如下：

1. 由极限 存在和柯西准则得：  
，当 时有 。

2. 由康托定理得 在 上一致连续，那么对

，当 , 时有

令 ， 当 ， 且 ，

此时， 同属于 ，因此由 1.2. 得

，即得 在 上一致连续。

由上述证明可推出，若函数 为 上的连续

函数，如果极限 均存在，则 在区间
上一致连续。

综上所述，函数 在区间 （闭区间，开区间，半

开半闭区间或无穷区间）上连续是它在该区间上一致连

续的必要条件；若 在区间 端点（包括 ）处极限

存在，那么充分性也成立。这里都可以参考 1.1 处的函

数在 的连续与一致连续来进行实例考察论证。

二、一致连续性与绝对连续性

（一）一致连续性与绝对连续性的关系

实际上，函数绝对连续性概念是由积分的绝对连续

性概念演化而来，主要用于刻画函数光滑性质的，在实

变函数理论上使用较多。绝对连续的一个重要特征就是

函数的绝对连续与函数的可微性有关，即绝对连续的函

数几乎处处可微，但反之不然。这与函数的一致连续完

全不同，一致连续反映的是函数的自变量的取值与函数

值变化间的关系，与函数的可微性无关。众所周知，确

实存在着有界闭区间上处处连续且一致连续，但是处处

不可微的函数，即不绝对连续的函数。

为了考察一致连续与绝对连续之间的关系，研究绝

对连续性，先给出有界全变差函数和利普希茨条件的相

关内容。

定义 5 设函数 为闭区间 上有限函数，作 的

一个划分 T： .

则称 为函数 相应于划分 T 的一个变
差，记作 。

把 称为 在区间

上的全变差，记作 。

若全变差 ，称 在区间 上为有界全变

差函数。

命题：函数 在区间 I 上满足利普希茨条件，即

存在常数 ，使 都有
成立。则函数 在区间 I上一致连续。

命题：函数 在区间 I 上可导，且 有界。则函

数 在区间 I 上一致连续。反之，若导函数 无界，

原函数 不一定是不一致连续的。

命题：函数 在区间 上可导且 ，
则函数 一定不一致连续。

定 理 [4]： 函 数 在 闭 区 间 上 一 致 连 续

，当 ， ，且 ， 

（ 1,2，…， ）满足 时有，

证明过程如下：

必要性：只要取 ，显然可见定理的充分性成立，

充分性得证；

充分性：若设函数 在闭区间 上一致连续，那

么对 ， ，当 时有

成立。
因此，当 ， ，且 ，（ 1,2，…，） 

满足 时，就有 成立。

定理得证

由上述证明可见，一致连续性与绝对一致连续性的

区别在于 值的选取，绝对连续对 不仅要求与 有关，

还要求与数对 的个数 有关，即

而一致连续要求 只与 有关，与数对 的个数

无关。

由绝对连续的定义及此定理可得：绝对连续的函数

必定一致连续，一致连续函数不一定是绝对连续函数。

例 1[5] 设

因为 在闭区间 上连续，从而它在 上一致连

续，且处处可微。这里在 处只考虑函数的右导数即可。

但是 在 上的全变差却是无穷大的。事实上，在

上去分点

 …… 

于是有
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由此可见， ，这说明了可微函数未必是全变
差的，也就是说 在 上是一致连续的并不绝对连续。

三、连续函数，一致连续函数及绝对连续函数的性质

（一）连续函数的性质

1. 局部有界性

若函数 在点 处连续，则函数 在点 的某邻域

内是有界的，即 ， ， ： ，有 。
2. 局部保号性

若函数 在点 处连续，且 ，则函数

在点 某邻域 与 同号，即 ， ： ，
有 。

3. 四则运算

若函数 与 都在点 连续，则函数

， ，
在点 也连续。

4. 复合性（复合函数的连续性）

若函数 = 在点 连续，且 ，而函数
在点 连续，则复合函数 在点 连续。

（二）一致连续性与绝对连续性的性质及比较

1. 四则运算

若函数 与 都在闭区间 上绝对连续，则

， 也都绝对连续。此外还有，当 没有

零点的时候， 也绝对连续。但是，如果两个函数是一

致连续的，它们的乘积，商不一定一致连续，例如：函数

（ 为常数）， 在区间 内均是一致连续的，

但是它们的商 在区间 内却不一致连续。

2. 复合性（复合函数的绝对连续性）

若函数 与 分别在闭区间 和 上绝对连

续，且 ， 严格单调递增，则函数 在
上是绝对连续的。

注意以下几点：

（1）两个绝对连续的函数可以构造成一个不绝对连

续的复合函数 [6]。

（2）两个非绝对连续的函数却可以构造成绝对连续

的复合函数。

（3）设函数 在区间 上是一致连续的，函数

在区间 上是一致

连续的，并且区间 包含了函数 的值域，但是复

合函数 在区间 上不一定一致连续（注意：若 ）

在 的值域内一致连续，则 在区间 上一致连续 [7])。

3. 区间可加性

若函数 在闭区间 和 （ ）上都是绝
对连续或一致连续的，那么它在闭区间 上也是绝对连

续或一致连续的。

但是需要注意到： 在区间 和 上一致连续，但在

上不一定一致连续的，也未必是绝对连续的。

4. 满足利普希茨条件的函数是绝对连续函数，而且

（几乎处处）有 但是，绝对连续的函数未必
能满足某些 阶的利普希茨条件 [8]。

例 2[9] 设函数 ， ，则函数 在闭

区间 上是绝对连续的。

现在证明对于 ，函数 在 上不满足 阶的

利普希茨条件。事实上，假设其满足 阶的利普希茨条件，

即存在正常数 ，使得对任意 ，都有

特别的，也应该有 ， 。即 ，

由于 ，因此当 时， 。这样就得

到矛盾。

同理对于一致连续的函数也有相似的结论。即满足利

普希兹条件的函数是一致连续的，反之不然。例如

在 上一致连续，但是不满足利普希茨条件 [9-10]。

四、总结三种连续性

高等数学的课堂教学中，普通专业学生主要掌握函

数极限与连续性，理工科专业学生则需要理解连续与一

致连续以及它们的本质区别，学会利用例子来区别它们

的不同，也要学会证明函数的连续性，尤其是一致连续

或证明不一致连续。最后的绝对连续性，对于数学专业

学生，则要利用全变差函数，利普希茨条件等来掌握绝

对连续的含义，绝对连续和一致连续的区别，它们反映

到函数图像上的不同之处。

三种连续性的条件是逐步收紧的，这些限制条件本

质就是来刻画增量 的关系。不同的 的变化

关系，反映出来的就是三种不同的连续性。在最后用韦

恩图来画出它们的关系。
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