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拉格朗日乘数法中一类问题的解决方法
张圣泽
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摘  要：本文通过构建齐次线性方程组并利用克拉默法则求出二次齐次函数在特定约束条件下的极值、最值。

此方法不仅避免了求解复杂方程组 ,并且避免了增值的讨论问题。
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引言

由拉格朗日乘数法所得的拉格朗日方程组往往由于

变量较多、方程复杂等原因难以求解 ;并且在求解方程

组的过程中 ,往往会出现增值或是需要通过分类讨论等

手段解决问题 :这些原因都使得大部分条件极值问题的

解答过程十分复杂。

在数学分析教材中 ,总能看到某些题目可以通过特

定的变量代换将拉格朗日方程组变形为关于自变量的齐

次线性方程组 ,再利用克拉默法则对该方程组的系数矩

阵进行分析 ,从而快速求解。这种特殊的方法不仅能够

做到不解出拉格朗日方程组而求得函数的条件极值 ,而

且避免了对于方程组的增值的讨论 ;但是教材中往往不

会明确提出这种方法的具体适用范围。本文的任务是明

确此方法的适用范围并规范此方法的一般解题步骤。

一、主要结论及证明

为 维列向量 ;

                    ,

为 对 称 矩 阵 , 即  

; 为 维列向量 .则有

命题 求二次齐次函数 在条件

下的条件极值可以使用上述方法 .

证明  (1) 当 时，实际上约束条件只有

                    (1.2)

作拉格朗日函数

得拉格朗日方程组

将第一式左乘 得

即 ,即函数 的条件极值为 的 倍。

考虑齐次线性方程组 , 它的系数矩

阵为 。

容易得到此方程组的系数行列式不恒等于 0, 且仅

含参数 。由于 不满足 ,

所以方程组存在非零解 , 系数行列式等于 0。由此求

出 可能取到的值，它们的 倍即为函数 在约束条件 

(1.2) 下的极值。

(2) 当 时 ,作拉格朗日函数

得拉格朗日方程组

将第一式左乘 得

即 ,即函数 的条件极值为 的 倍。

将第一式左乘 得

即

作线性替换

又由第三式有

结合以上两式可得
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令 ,

则有

将 (1.3) 代入第一式得关于 的齐次线

性方程组

设 ,整理得系数矩阵为

      (1.4)

容易得到此方程组的系数行列式不恒等于 0, 且仅含

参数 。由于 不满足条件 , 所

以方程组存在非零解 ,系数行列式等于 0。由此求出 可

能取到的值 , 它们的 倍即为函数 在约束条件 (1.1) 下

的极值。

二、例题

首先 , 我们通过对一个题的两种解法进行对比来感

受命题中所给出的方法的优越性。

例 2 1[1] 求平面 与椭球面

相交而成的椭圆的面积。

解  因为椭圆的中心在原点 , 所以仅需求椭圆上的

点到原点的距离的最值。问题即求

在约束条件    

下的最大值和最小值。

作拉格朗日函数

得到拉格朗日方程组

解法一 由上述方程组的前四式得到 , 

因此 或 。

(1) 当 时 , 方程组前三式相加得 。 

又 , 故 。 代 入 ,  

得到 的两组解

在这两点的值都是 1。

(2) 当 时 , 由方程组前三式及第四式得到

的两组解

在这两点的值都是 。

由于椭圆的长轴与短轴必存在 , 所以 在条件

下的最大值和最小值分别为1和 。 

所以椭圆面积为 。

解法二 显然,此题满足命题中的条件,属于其中(2)

的情形 ,可以使用命题中的方法。

将方程组第一式乘 ,第二式乘 ,第三式乘 ,得

再由 得

这说明函数 的条件极值包含在方程组关于

的解中。将方程组前三式相加 ,代入第四式得

代入前三式得

由 可知上述方程组有非零解 , 因

此系数行列式等于零，即 

解 得 或 . 由 于 连 续 函 数 在 紧 集

上必可以取
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到最大值和最小值 , 因此 在约束条件下的最大值为 1,

最小值为 。所以椭圆面积为 。

正如我们在引言中所说的 : 在解法一中 , 使用一般

方法求解拉格朗日方程组时 , 总会不可避免地出现需要

分类讨论的情况 , 这无疑使题目的求解变得复杂。而解

法二不仅避免了分类讨论 , 其解答过程也更程序化 , 使

得问题变得易于解决。

我们当然也可以直接将参数值代入 (1。4) 式进行计

算 , 得出 λ 的值 ; 但是由于 (1。3) 式难以记忆 , 且这

种方法的解题过程并不复杂 , 因而按照证明过程解题更

加容易。

例 2.2[2] 试证明 :二次型

在单位球面

上的最大值和最小值恰好是矩阵

的最大特征值和最小特征值 .

证明 显然 , 此题满足命题中的条件 , 属于其中 (1)

的情形 ,可以使用命题中的方法。

令

得拉格朗日方程组

由 得
即目标函数的条件极值即为拉格朗日方程组关于

的解。

方程组前三式所组成的齐次线性方程组有非零解 ,

因而系数行列式等于 0, 即

即 是矩阵 特征值。又因为满足约束条件的点集是

连通紧集,且目标函数连续,所以必有最大值和最小值。

所以最大值和最小值恰好是矩阵 的最大特征值和最小

特征值。

事实上 , 此题相当于命题中 , , 的

情况 .此时 ,自然 是矩阵 的特征值。

例 2.3[1] 求二次型 在 维

单位球面

上的最大值和最小值。

解  显然，此题满足命题中的条件，属于其中（1）

的情形，可以使用命题中的方法。

令

得拉格朗日方程组

由

可知

即目标函数的条件极值即为拉格朗日方程组关于

的解。

记 ,因为方程组前三式所组成的齐次线

性方程组有非零解 ,因而系数行列式 , 

即 是矩阵 特征值。由于 为实对称矩阵,所以特征值

都是实数,将它们按照大小排序为 ,

可得

此题和例 2.2 相同 , 只不过拓展到了 维。这也说

明这种方法适用于 n维的情况。

结语

本文就二次型函数在一类约束条件下的条件极值问

题的简便解法的适用性和解题步骤做了严格的证明和规

范。虽然证明过程中公式较为复杂 , 但通过实例我们发

现 , 在题目中并不会出现过于复杂的情况 , 并且这种简

便解法的解题过程比较简单 , 因此在实际解题中 , 按照

证明过程进行求解是更好的选择。
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