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探究高等数学教学中代数问题的几何求解思想
黄功宇

郑州电力职业技术学院公共教学部

摘  要：求解代数学问题过程中，直接去解要花上很多的时间和精力，却到最后也得不出结果。变换一种思路，

把这些数字构造成一个几何问题，就会发现问题都变得明朗，这就是一种代数问题的几何求解思想。能使这些代数

问题变得简单，从而达到事半功倍的效果。从构造几何图形这个角度出发，介绍这种思想应用在几个代数问题中的

例子。
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引言

高等数学教学要拓展学生思维，深入分析教材内容，

将数形结合思维融入问题探究中，图形构造是一种抽象

且复杂的数学思想方法，利用图形构造法的关键在于如

何巧妙地构造适宜图形而且能恰好与问题中的题设结合，

如何有效培养学生胸中有图，图中有数的思想意识，达

到真正学以致用的目的是当前亟待解决的问题。

一、几何图形构造法解代数问题

图形构造法，即构造一个符合题设条件的图形，利用

几何性质简化解题过程的方法 [1]。作为连接代数和几何

的一个桥梁，构造图形是一个必经的渠道。如何构造一个

符合题设条件的图形，并利用这个几何图形的性质来简化

我们的解决问题的过程。这是一个值得深思的问题，更是

一种数学思想。做好这一步，对于培养学生的创造性思维

具有重要的意义。要想应用自如，首先必须知道各种几何

图形所拥有的性质，特别是边的关系。分析好这些性质之

后，我们再去联系所遇到的代数问题中的数据的特征，相

应的去构造一个几何图形。再利用这个几何图形的性质去

解决问题，把问题由“数”转化为“形”。图形构造法是

一种抽象且复杂的数学思想方法，利用图形构造法的关键

在于如何巧妙地构造适宜图形而且能恰好与问题中的题设

结合。深入剖析问题条件与所求结论的内在关系，把问题

与某个熟悉的图形联系起来，进行建立与题设相关的图形，

往往能促使问题转化，使问题中原来互不相关的题设条件，

通过构造数学模型，能够以模型的形式整体清晰地展现出

来，这样就更便于直观地解决问题。

几何图形分为平面几何以及立体几何，在图形构造

法中都有具体的应用。下面将以此为分类依据，逐个介

绍各种图形的性质以及构造方法，并给出具体的例子。

（一）平面几何图形构造法解代数问题

1. 矩形构造法解代数问题

矩形构造法是将相应的代数问题构造为矩形，并利

用矩形的一些性质来解题，使问题变得更容易处理，这

里关于矩形定义与常见性质等我们不再赘述。

根据矩形性质和定理，为探究代数问题的几何求解

思想，我们总结出比较典型的例题，并探讨了矩形构造

法应用上的一些规律 [2]。

例 1 已知 a，b，c∈ R，求证：

证明 观察原不等式含有 的形式，联想到

可看成长宽分别为 a，b 的矩形的对角线，构造矩

形如下图，

使 ， ， |， ， ， 

，易知，AB= ，BC= ，CD=

，AD= 由两点之间直线段最短，可知

AB+BC+CD ≥ AD，即

又因为有 从而可知，

综合例的 1 问题发现，与矩形联系比较紧密的代数

式是形如“ ”之类的，所以在解决问题时，对这

种形式的式子保持敏感，能马上联想到这个就是矩形的

对角线。从而构造出来相应的矩形，并利用矩形的性质

来解题。

2. 正方形构造法解代数问题

正方形拥有很多独特的特点。而且很多代数问

题也与正方形本身也有着千丝万缕的联系。根据文

献 [4]、[5]，得出以下总结。

首先是正方形与勾股定理，如果单独来看，若

把勾股定理中 看作是一个等式，则也

可用构造正方形的方法验证。在下图（左）中，

， 又 。 化 简 得

。或者说，在下图（右）中 ，又

，化简得
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其次是平方差公式，众所周知的平方差公式：

或
如果试着用几何语言来解释如下：

图1（1）中 图1（2）中  

∴ 图 2 中，  

又 ∴ 

。

除此之外，还有完全平方公式：

或

用几何语言就是：在图 3 中 ，又

∴ 。 在 图 4

中 ，又

∴

由此不难发现，正方形这个几何图形与“数”有着

千丝万缕的联系。[2-5]

例 2 已知 ， 为小于 1的正数，求证：

分析：由不等式中的  

我们联想到它们可以看成是求解直角三

角形的斜边长。因为有 ， 刚好

是边长为 1 的正方形的斜边长度的 2 倍，所以我们想到

可以类似例 2构造正方形。

如在下图中，四边形 ， ， 都是长

方形，并且满足 ， 。

解 由已知得，AN= ，NC= ，

AC= ，BN= ，ND= ，AC=BD= ， 
而从图 4 中，我们可以看出 AN+NC>AC,BN+ND>BD, 所以

AN+NC+BN+ND>AC+BD, 即

而等号成立当且仅当 N在 AC 上，即 。

3. 三角形构造法解代数问题

与三角形联系最紧密当属勾股定理和三角函数。一

般地在解决的问题中，含有代数式的平方和或问题中的

一些条件能简化出代数式的平方和，这时可以转换思维，

从几何的角度思考，利用勾股定理构造出三角形，这就

是三角形构造法。[6]

例 3 设 三个正数中任何两者之和大于第三者，

求证：

.

分析 从已知条件可得 三个正数任何两者之和大

于第三者，这恰好符合三角形的三边的关系，自然而然

地就联想到构造一个以 为三边的三角形，如图

由余弦定理得：

             ①，

同理：

              ②，

              ③，

由① +② +③得： .

（二）立体几何构造法解代数问题

在立体几何中，有些困难的问题，用构造法并利用

几何体的特点和性质来帮助解决。常规的思考方法是由

条件到结论的定向思维，构造性思想及其方法就是这样

的一种手段。构造法在立体几何中主要表现在辅助线、

体的添加。由于实际的三维图形 , 总是用二维图形来表

示。这就造成识图、画图、用图的困难，这就要用运动

的观点观察点、线、面的位置关系，使空间图形成思维

对象。用构造法来解立体几何问题 , 实际上是将待解决

问题的条件和数量关系 , 显示在所构造的“模型”上 ,
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并且得到相应的解释 , 从而转化为所构造模型的相应问

题 ,实现用简捷方法解复杂问题的目标。

1. 长方体构造法巧解代数问题

长方体的六个面都是矩形，每个顶点上的三条棱两

两互相垂直 . 利用这些性质 , 构造长方体 , 常能使很多

问题得到简化。

例4 设 均为锐角，且 。 

求证： 。
证明 作长方体如图，使 = ，  

由定理可知

 

. 即

2. 棱锥构造法解决代数问题

对于有些问题，构造长方体是不能够解决问题的，

有一个很重要的立体图形 --- 棱锥，下面是棱锥构造法

的例子。

例 5 已 知 为 正 数，

，且 。求证：

证明 如右图，构造三棱锥 O-ABC, 设

，且  

。则

，  

.

在底面△ ABC 中，由 AB+AC>BC，

就可得所要证的不等式 .

通过以上的例题，我们总结出了更一般的结论：

如取（1） 则有

（2） 则有

二、几何图形构造法在解代数问题的教学实践中的

应用

（一）几何图形构造法在解代数问题中的重要性

“数”与“形”作为数学中重要的两个方面，向来

就是一对矛盾体，相互依存又相互独立。著名的数学家

华罗庚先生曾经说过：“数与形本是相倚依，怎能分作

两边飞，数缺形时少直觉，形少数时难入微，数形结合

百般好，隔离分家万事休。切莫忘，几何代数统一体，

永远联系，切莫分离！”寥寥数语，把数形之妙参得甚

是通透。

“数形结合”作为数学中的一种重要思想，在中职

和高职数学中占有极其重要的地位。在多年来的考题中，

数形结合应用广泛，大多是“以形助数”，也就是构造

几何图形解代数问题，比较常见的是在解方程和不等式、

求函数的最值问题、求复数和三角函数等问题。构造几

何图形解代数问题的研究对于数学教学来说意义非凡。

（二）几何图形构造法在解代数问题中的两个原则：

1. 等价原则

等价原则是指“数”的代数性质与“形”的几何的

转化应是对应的，即对于所讨论的问题形与数所反映的

对应关系应具有一致性。

2. 简单性原则

简单性原则是指数形转换时尽可能使构图简单合理，

即使几何形象优美又使代数计算简洁。几何图形构造法

解代数问题的思想是一种非常有用的数学方法，它能使

复杂问题抽象问题变得简单具体。它对于我们进行数学

解题和数学研究是非常有帮助的。

结语

因此，在平时的学习和研究中注意培养这种思想意

识，真正做到胸中有图，图中有数，不断拓展我们的思维。

在教学中要注重这种思想方法的培养，在培养学生数学

思想的过程中 , 要深入地剖析教材内容以及其中的典例

模型 , 将数形结合这种解决问题的思想融入于复杂问题

中,在建立图形中让学生明白“数”与“形” 的相对性,

让数与形有机地结合起来。让学生真正地将数形结合思

想应用到解题当中去，真正地做到学以致用。
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