
256

数理化

关于考研数学中利用二重积分求旋转体体积的探究
荆会超  郝鑫灵

郑州西亚斯学院 计算机与软件工程学院

摘  要：求旋转体体积是考研数学中的一个重要知识点，也是高等数学中的核心应用题型之一。在高等数学的

教材中，只介绍了定积分的微元法和公式法求旋转体的体积，这类方法学习起来较为困难，且根据平面图形是 X 型

或 Y型绕坐标轴旋转，类型繁多 .本文将探究如何利用二重积分求旋转体的体积，这种方法不局限于特定的旋转轴，

不仅公式统一，且计算方便、更易于学习。
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引言

在考研数学中，求旋转体的体积是一个非常重要的

热门考点，但许多高等数学教材 [1] 和考研资料只介绍了

定积分微元法求旋转体体积的基本方法和如何利用旋转

体的定积分计算公式求旋转体体积，而定积分的微元法

是学生学习的难点，且不易掌握，又旋转体的定积分公

式根据平面图形是X型或Y型绕坐标轴旋转，类型繁多，

学习的时候也是很困难的，这样就有必要探究如何利用

二重积分计算旋转体的体积，并且这种方法不需要掌握

很多公式，就能求平面图形绕任何直线旋转所得旋转体

的体积。

定理：设平面图形 是由封闭曲线所围成， 是 外

的一条直线，则平面图形 绕直线 旋转一周所得旋转

体的体积 ，其中 是 内任一点

到直线 的距离。

证明：用平行于坐标轴的直线任意分割闭区域 为

个小的闭区域 块（ ），则第 个小闭区域块

的面积 ，在 上任取一点 ，小闭区域块

绕直线 旋转一周可得一个以 为半径的小圆环筒（其中

是点 到直线 的距离 ），且该小圆环筒的体

积 ，于是平面图形 绕直线 旋转所得旋转体

的体积

 .

一、平面图形 绕坐标轴旋转

（一）闭区域 绕 轴旋转

由于旋转轴为 轴，则 内任一点 到 轴的距离

为 ，此时闭区域 绕 轴旋转一周所得旋转体

的体积 .

例 1（2020②）[2]：已知 ，求

，并求直线 ， 与函数 所围图形绕 轴

旋转一周而成的旋转体的体积。

解：令 ，原等式化为

，
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即 ，该等式与已知等

式联立解得 ，于是可得 ， 

所以闭区域 ， 

故所求旋转体的体积

.

（二）闭区域 绕 轴旋转

由于旋转轴为 轴，则 内任一点 到 轴的距离

为 ，此时闭区域 绕 轴旋转一周所得旋

转体的体积 .

例 2：（2020③）：设平面区域

，求平面区域

绕 轴旋转所成旋转体的体积。

 

二、平面图形 绕垂直于坐标轴的直线旋转

（一）闭区域 绕垂直于 轴的直线 旋转

由于旋转轴为直线 （常数 ），则 内

任一点 到直线 的距离为 ， 

此时闭区域 绕直线 旋转一周所得旋转体的体

积 .

例 3（1993）[3]：设平面区域 是由

与 所围成，求图形 绕直线 旋转一周所得旋

转体的体积。

解由于 内任一点 到直线 的距离  

， 其 中 区 域  

，于是所求旋转体的体积

.

（二）闭区域 绕垂直于 轴的直线 旋转

由于旋转轴为直线 （常数 ），则 内

任一点 到直线 的距离为 ， 

此时闭区域 绕直线 旋转一周所得旋转体的体

积 .

例 4：过点 作曲线 的切线，该切线与曲线

及 轴围成平面图形 ，求 绕直线 旋转一周

所得旋转体的体积。

解：设曲线 上的切点坐标为 ，

则过该点的切线斜率为 ，故切线方

程为 ，又切线过点 ，代入解

得 ，所以切线方程为 ，于是 内任

一 点 到 直 线 的 距 离 ， 且

，故所求旋转体的

体积。
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三、平面图形 绕直线 旋转

由于旋转轴为直线 ，则

内任一点 到直线 的距离

为 ， 此 时 闭 区 域 绕 直

线 旋转一周所得旋转体的体积

（其中 ）.

例 5：设平面图形 是由 ， 所围成，

求 绕直线 旋转所得旋转体的体积。

解：由于 内任一点 到直线 的距离

为 ，于是所求旋转体

的体积

， 由

于在 内任一点 满足 ，即 ， 

而 区 域 ，

所以

.

例 6：设区域  ， 

求 绕直线 旋转一周所得旋转体的体积。

解：因为 内任一点 到直线

的 距 离 ， 且 闭 区 域

，

故所求旋转体的体积

.

结语

利用定积分求旋转体的体积，公式的种类较多，学

生不易辨别平面图形的类型，这样对学生的学习就造成

很大的困难，特别是平面图形绕斜直线旋转时，由定积

分求旋转体的体积就更难，但用二重积分求绕斜直线旋

转的旋转体体积就非常方便，且方法比较简洁，容易被

学生掌握，并且二重积分有时还可以转化为极坐标计算，

可简化计算过程，所以用二重积分求旋转体的体积具有

一定的学习价值。
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