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基于大学数学竞赛及考研真题浅谈极限的计算
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摘  要：本文通过解析大学数学竞赛及考研数学中的极限计算真题，系统总结极限运算的解题技巧，助力学生

深化对极限思想的理解，提升发现问题、分析问题与解决问题的能力，激发学生学习高等数学的兴趣。
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引言

高等数学作为一门重要的公共基础课程，在经济管

理、自然科学、生命科学及工程技术等众多领域应用广泛。

学好高等数学是培养技能型专业人才的必备条件，但其

知识点繁多、章节联系紧密，要求学习者建立严密的思

维方式与习惯，方能更好地掌握和应用相关知识 [1]。

极限思想作为高等数学的灵魂与精髓，构建起整个

学科体系的逻辑根基 . 从函数连续性的定义来看，当自

变量的变化趋于无穷小时，函数值的变化也趋近于零，

这种 “无限逼近” 的过程正是极限概念的具象化体现；

导数的本质则是通过极限运算，刻画函数在某一点处的

瞬时变化率，将平均变化率推向极致，让 “速度” 的

测量从宏观走向微观；微分则借助极限的桥梁，将非线

性函数局部线性化，实现以直代曲的精妙转化；而积分

更是极限思想的集大成者，通过无限分割、近似代替、

求和取极限的过程，将不规则图形的面积、不规则物体

的体积等复杂问题逐一攻克。

极限思想不仅贯穿于理论推导，更在实际应用中展

现出强大的生命力 . 在物理学领域，通过极限思维求解

瞬时速度与加速度，为经典力学的发展奠定数学基础；

在工程计算中，利用定积分的极限原理，能够精准计算

材料受力变形后的微小位移，助力复杂结构设计；在经

济学中，边际分析依赖极限概念研究变量的微小变动对

总量的影响，为资源优化配置提供科学依据 . 这些无一

不说明极限的重要性，学好极限并能熟练运用是掌握高

等数学的必备知识和技巧，因此极限在高等数学中具有

极其重要的地位，本文旨在总结极限的解题技巧与方法，

为学生提供引导。

另外，每年都有不少学生虽然没有选择数学专业，

但却对数学很感兴趣，想要进一步的学习数学知识，希

望参加数学竞赛.也有部分学生打算考研以继续深造.想

要实现这些目标，他们必须掌握高等数学的重要知识，

熟练掌握其中的解题技巧。

考虑到极限思想是高等数学的基本思想，是高等数

学的灵魂 . 因此，本文主要考虑将一题多解的极限的运

算技巧应用到数学竞赛及考研数学中的极限计算真题上。

一、案例及方法透析

对于函数极限的计算，实际上重要的极限计算方法

有：四则运算、等价无穷小替换、两面夹、单调有界、

洛必达法则、泰勒公式及定积分等 . 对于简单一些的题

目，若能单独使用一个方法就可以解决，大部分学生都

能掌握 . 然而对于相对复杂一些的计算，特别是需要结

合几种方法的题目，就存在很多学生难以实际运用 . 比

如数学竞赛或考研数学中的极限计算，多数是有一定难

度的，导致一部分学生产生一定的畏惧心理 . 为了克服

这种心理，提高学生对极限思想的理解及计算技巧的运

用，我们以数学竞赛及考研数学中的极限真题为例，分

析极限计算方法的综合运用，来帮助学生更快掌握高等

数学的解题技巧。

下面我们首先分析每个极限计算方法的使用技巧。

首先是四则运算，虽然这个运算是最简单、最基础的运

算，但在使用时，需要注意其限制条件，特别是对新生

来说，容易忽略，常常导致计算错误。理解这些限制条

件，是避免基础错误、解决复杂极限问题的前提。其一、

参与运算的各函数极限均存在且为有限值。这些就要我

们在学习的过程中注意哪些极限是存在的，基本的结论

要记住，还有一些可以根据初等函数图像判断其极限的

存在性。这里要特别注意两个无穷大量相减不能直接用

四则运算，因为无穷大量不是有限量，不能轻易地认为

两个无穷大量相减就等于零。 若遇到极限不存在，两个

无穷大量相减或幂指函数型极限的情况，往往我们可以

对表达式做恒等变形，使得极限都存在且有限。其二、

分母极限不能为零。若为零，就要想办法约去零因子才

能用四则运算。有些可以直接约去，但有些难以直接约

去零因子，这就需要结合使用无穷小等价替换及洛必达

法则等技巧。其三、参加运算的函数必须为有限个。若

有无穷多个函数的加减或乘除，就需要先转化为有限项

才能使用四则运算。转化的技巧有些可以使用公式，比

如等差数列、等比数列或每一项能拆成两项，前后可以

抵消的数列。否则我们可能要考虑两面夹定理、定积分

等方法来处理。 比如 2021 年考研数学中的一个求极限

的题目。
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例 1 求极限 .
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分析：因为表达式里面两个函数相减，不难看出两

个极限当 0→x 时，都是无穷大量，因此不能直接利用

四则运算。此题可以先通分，通分之后，容易判断分子

及分母各项极限都存在且有限，不难发现然后分母可用

等价无穷小替换，另外再结合洛必达法则。
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下面是 2024 年考研数学中的一个填空题。

例 2 已知 ,61)1(lim 3
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分析： 表达式里含有幂指函数，这类极限题可以

利用公式
)(ln)()()( xuxvxv exu � 转化，

然后可以使用等价无穷小替换 .
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其次，是等价无穷小的运用。 事实上，这个方

法的技巧非常简单，就是记住当 0→x 时，一些常

用等价无穷小量即可，常用的结论有：
2

~cos1
2xx−

和 xexxxxx x ~1),1ln(,arctan,tan,arcsin,sin �� .

但一定要注意在使用过程中， 0→x 并不是必须的。 

事实上，若函数 0)( →xu ，

则有如下结论：

2
)(~)(cos1

2 xuxu− 和 )(~1)),(1ln(),(arctan),(tan),(arcsin),(sin )( xuexuxuxuxuxu xu ��
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两面夹法则和单调有界准则是突破 “四则运算、等

价替换等方法失效” 的关键工具，但使用时需紧扣其适

用条件：两面夹法则的核心是 “精准缩放，上下界同

极限”；单调有界准则的核心是 “双条件验证”：需

同时证明数列（或函数）单调递增（或递减）和有上界

（或下界），缺一不可。 单调有界准则仅能证明极限存

在，若要求具体值，可能要方程两边求极限，然后解方

程，解方程后需验证解的合理性（如是否符合有界性），

避免因递推式的多解导致错误。二者均需结合具体问题

的结构特征灵活应用，避免机械套用导致逻辑漏洞。

泰勒公式是处理复杂极限（尤其是含三角函数、指

数函数、对数函数的“
0
0
型”或“函数值差”）的“万

能工具”。但核心在于精准控制展开阶数、正确处理余

项、匹配无穷小阶数。精准控制展开阶数关键是展开到

合适的阶数，需与表达式中最低阶的无穷小项保持一致，

避免展开不足。通过泰勒展开可将抽象的函数差转化为

具体的多项式运算，结合极限四则法则高效求解，是竞

赛和考研中突破难题的关键技巧。泰勒公式展开的是在

极限过程中趋于 0 的函数（即无穷小量），对于非无穷

小量（如常数、极限为非零值的函数），无需展开。

利用定积分求极限的核心是 “还原定积分的定义过

程”：将无限项和的极限严格对应到 “分割、近似、求和、

取极限” 的四步法中，尤其注意仅适用于 n 项和极限，

且需准确匹配被积函数与积分区间。此法相对来说困难

程度较高，本文不深入展开讨论。

在极限计算中，前文提及的四则运算、等价无穷小

替换、洛必达法则、泰勒公式等多种方法，在应对复杂

问题时往往需要结合使用。这种综合性应用使得极限解

题呈现出多样化的方法与技巧。而一题多解的训练模式，

能够有效促使学生将各类重要的极限计算方法及技巧融

会贯通，在实践中提升综合运用能力，进而深化对极限

知识体系的理解与掌握。 能有效的开发学生的创造灵

感,培养学生的发散性思维,从而提高学生的综合素质[2]

．因此有不少数学工作者研究了一题多解的作用 [2,3,4].

适当地让学生做一些一题多解的题，不仅可以起到复习

数学知识的作用，而且可以促使学生将众多知识点有机

的联系在一起 . 让学生对所学知识有一个整体的认识．

下面我们讨论一个竞赛题的一题多解。

例 3 求极限 20 cos1
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届江苏省高等数学竞赛本科二级题 3).
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所求表达式中，分母显然可以使用等价无穷小替换.‌

然而分子的处理要困难一些，有很多学生不会计算 . 其

实，如果令 xxf cos)( = ，分子就是 )(sin)( xfxf − . 相

当于是两个函数值之差 . 因此我们可以考虑如下几种方

法，一是利用和差化积公式，
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若我们使用拉格朗日中值定理，则有
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其中 , ξ 介于 x 与 xsin 之间 . 利用两面夹定理，

易得 1sinlim
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事实上，对于函数值相减，又不能直接看出等价代

换的表达式，可以考虑使用泰勒公式，因
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所以，有如下解法
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通过让学生先思考练习 , 再总结及讲解此极限的几

种解法。不仅深化了学生对极限知识的理解 , 将高等数

学中求极限的众多重要知识点及主要技巧,如重要极限、

等价无穷小替换、罗比达法则、拉格朗日中值定理、泰

勒公式、三角函数和差化积等有机的联系在一起。更重

要的是让学生在同一道题中领悟不同解题思路，进而培

养学生的数学创造思维，增加学生的解题成就感 , 激发

学生学习高等数学的兴趣。

结语

对数学竞赛的一题多解研究 , 不仅有利于基础知识

的回味、有利于解题的总结和提升， 还能有效激发学生

的学习兴趣，对于提升学生的解题效率极具价值。因此，

教师在高等数学教学时，应该有针对性地进行一题多解

的训练，为他们学好高等数学提供一个比较好的途径。

后续，我们将逐步研究函数微分学、积分学等在大学数

学竞赛及考研数学中应用。
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