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教育天地

从波利亚思想中探讨对初中生“四能”的培养方法
曾敏

（重庆师范大学）

[摘　要]随着时代进步，在学生能力培养上出现了新思路，基于我国数学教学方式的改变，跟随时代发展的脚步，结合波利

亚的教育思想，以多面体的探究过程为例进行研究。[1]获取关于归纳推理的一些知识。从提出猜想，检验猜想（证明与推翻），

检验新猜想以及总结与启示四个方面进行研究，给教师在数学课堂上提供一些教学策略：（1）通过创设合适的情境吸引学生的学

习兴趣。（2）通过设置问题串培养学生的探究精神。（3）发展学生数学建模的素养，从而更好地发现问题，提出问题。
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一、研究背景

（一）合情推理与演绎推理

推理包含合情推理与演绎推理。通过合情推理我们可以得

到新的结论。但是合情推理的结论可能是正确的，也可能是错

误的，还需要依靠演绎推理去证明或者证否。

观察和实验往往是一般的自然科学的第一步，在“猜想”

的过程中我们的数学思维得到了训练，在一次又一次的尝试

中，我们终会走向成功。这个过程对于我们培养创新型人才往

往是至关重要且不能缺少的。

（二）时代对学生能力发展提出新要求

学校和教师将学生的个性发展放在了更加重要的位置，

在此基础上，对学生的能力也有着更加严格的要求。“四能”

就是指发现和提出问题的能力，分析和解决问题的能力，教师

往往对于学生分析问题和解决问题的能力更加看重，学生缺乏

主动去学习的兴趣和能力，只能被动的接受老师要求掌握的知

识，进一步来说就是缺乏学习的动力。只拥有解决问题的能力

还不够，在现实生活中拥有一双发现问题的眼睛，提出问题的

大脑，显得更为可贵，这也是时代对于创新型人才的基本要

求。

针对这样的现状，结合波利亚的教学思想，希望探讨出对

于学生学习有利的教学策略，从而对于提高学生发现问题，提

出问题的能力有所帮助。

在波利亚的观念里面，他认为教师在课堂教学中所能给予

学生的东西是有限的，打一个比方，教师起着助产士的作用，

这就说明教师在教学过程中应当把精力更多的放在引导学生自

己去发现问题，提出问题上面；[2]通过各种途径去提升学生主

动学习的兴趣和动力。波利亚的观点是，学生如果要提出一个

问题，那么这个学生一定要对生活中的事物充满洞察力与好奇

心，并且足够熟悉这个事物，同时，也应当具备一定的创造力

与创新的能力，以上提到的这些都是一项发现的重要因素，在

学生能够主动提出问题的条件下，他们就会尽其所能的解决问

题，因为这个问题是他们自己提出的，从而他们也有着想要得

到答案的欲望。教师的作用所在就是去激发起学生的好奇心与

求知欲，以上就是我们常常提到的主动性原则。但是另一个角

度来说，波利亚认为仅有这些还不够，学生如果缺乏活动的动

力，即使有了求知欲也不会有所行动。在波利亚的观念中，学

习的内容一定要足够吸引学生，也就是学生一定要对所学内容

有兴趣，因为感兴趣去学习知识，并且经过学习收获了知识，

从而体验到一种满足感。

二、研究问题

这里要研究的是波利亚《数学与猜想》第一卷——数学

中的归纳与类比中的第三章的内容立体几何中的归纳推理，这

一章主要从立体几何的两个例子说明，主要研究的是第一个例

子，多面体。进行一个简要分析。通过这个例子，获取关于归

纳推理的一些知识。

三、研究方法

（一）文献法

通过大量文献的阅读，详细了解对于波利亚思想的已有研

究，尤其是有关归纳与类比的研究现状。

（二）分析法

通过研究，总结出有关学生学习数学的看法与建议，以期

为今后课程改革与学生学习数学提供一些参考。

四、研究内容

（一）提出猜想

我们想要了解多面体的一些性质。开始会提出一个含糊

的叙述：“一个结构复杂的多面体有许多面，角和棱。”为了

深挖这句话的意义，我们需要在这句话的基础之上寻求一些更

为精准确定的知识。为了获取这些知识，我们正确的做法应当

是：

1.识别多面体中包含的量：面Face，顶点Vertex以及棱

Edge。

2.提出一些明确的问题：

问题一：面的数目F是否都随顶点数目V的增大而增大？

为了解决这个问题，我们首先考虑特殊多面体，分别从棱

柱，棱锥以及组合体三个角度，列举出9种情况。

得到这样一种表格。从这张表中，我们可以看到，立方

体和八面体，F增大的同时，V却在减小，于是这条规律并不成

立。

问题二：棱的数目E是否随面的数目F或顶点的数目V的增

大而增大？

我们将上表按照棱的数目E的增大次序重新编排。

可以看到，表中八面体和五棱柱F减小时，E在增大，截

角立方体和“塔顶”体，V在减小时，E在增大，于是规律不成

立。

通过问题一与二都未找出规律，但我们不甘心承认原来

的想法完全错了。通过观察，修改原来的想法：F和V随E“联

合”增大且满足关系式F+V=E+2.

（二）检验猜想
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首先考察正多面体，在前面，我们已经验证了正方体，四

面体和八面体。

在此基础上加入正二十面体和正十二面体的情形。

通过表格可以看出满足关系式F+V=E+2.

接着考察更一般的情形，所有的棱柱和棱锥，也满足

F+V=E+2.

在此基础上，作更深入的推广，即多面体和棱锥组合的

情况。我们分为塔顶体，即棱柱和棱锥的组合，以及截角立方

体，假设所选面有n条边，得到下表，通过推导可以发现都满

足F+V=E+2.

上述部分我们都在证明猜想是正确的，但是自然科学家

与一般人的区别就在于自然科学家希望通过最富有威胁性的检

验，即推翻猜想，给予这个猜想最广泛的承认和最强有力的检

验性证明。

我们考察一种很不同的情形，镶嵌画的框架状多面体，如

图，将三角形杆截成4段，装配成框架状多面体，我们会发现

F+V=E+2，而E+2=26，F+V≠E+2.

（三）检验新猜想

从类比当中寻找新证据，将平面上的多边形与空间中的

多面体放在一起，进行类比，寻求相同点与不同点。平面上多

边形的顶点数目与边数相同，即V=E，而空间中我们的猜想是

F+V=E+2.由于在第二章中我们知道，如果两个系统在各自的部

分之间，在其可以定义的一些关系上一致的话，那么这两个系

统可以进行类比。那么我们对这两个公式进行一个变形得到以

下两个公式，我们找一找这两个公式中的一些一致性，首先，

“+”“-”交错，其次，维数是按照自然顺序所排列的，顶点

V是0维，边或棱是一维，面是二维，而一代表多面体或多边

形，分别是三位和二维。从类比中，我们增加了猜想是正确的

信心。

（四）总结与启示

三点启示：1.培养学生归纳的态度：理智上的勇气，理

智上的诚实，明智的克制。2.通过各种方式给予学生鼓励，使

他们能够自如的提出问题，同时也提升数学建模的素养水平。

3.教会学生善用类比提出猜想。

波利亚在本书中提到了归纳法，他认为运用归纳法时一般

是从观察一件事物开始做起，并且波利亚认为如果想要去观察

某一件事物，那么就应当对这件事物熟悉且感兴趣。这也就对

教师教学提出了要求，学生原本就对客观世界的事物充满着好

奇心，我们作为教师的职责之一就是要让学生感知到学习数学

是有用的，即了解到数学的价值所在，为了达到这一目的，我

们在教学过程中不仅要教会学生基本的知识，还应当教会学生

如何应用这些知识去解决生活中的问题，即教会学生如何将数

学与工程技术相联系，如何与其他学科相联系，如何与实践相

联系。学生在了解完数学在这些领域中的应用情况后，必然会

对之前完全是公式符号的数学产生新的认识，新的兴趣。对一

件事情有了兴趣，会激发起学生的好奇心与求知欲，从而提高

学生的学习效率与学习效果。因而，这就给了我们一些启发，

在教学过程中，我们应当为学生的数学学习创设一些情境，这

些情境可以是生活中的情境，也可以是其他学科的情境，当然

也可以是数学本身的情境，通过这些情境的创设，引导学生用

数学的眼光看待世界，达到提升学生能力的目标。当然，善于

思维才能够发现问题和解决问题，[3]这也是我们需要去培养学

生达到的。

在探究多面体性质的过程中，我们可以发现波利亚首先提

出一个模糊的问题，然后逐步精细化，接着运用归纳法去证明

自己的猜想，之后又推翻它，直至提出新猜想。从这一系列的

操作中，我们可以总结出一个数学的发现并不是某一个瞬间的

灵光乍现，而是经历了一步一步的修正才得出的，这个过程是

非常的漫长且不易的，有时甚至需要几代人的不懈努力，要让

学生明白数学知识的发现并不是一蹴而就。当然，我们同样也

明白了一个数学发现的提出也没有想象中那么遥不可及，作为

学生，也是可以从一个简单的念头开始，从而开始自己的探索

之路的。对此，教师需要对学生加以引导，设置问题串就是一

个很好的方式。通过问题串的设置，学生在数学学习过程中有

了学习兴趣，他们才会自动自发地学习，而好奇心和求知欲正

是发展学生数学学习兴趣的前提所在，其次，通过精心设置的

问题，一步一步引导学生向着正确的轨道作答，从而体会成功

的乐趣，有了这一体验，学生对学习数学会更有动力。[4]

最后，我们可以发现在波利亚提出的多面体的例子中，从

一个含糊的话语到后面严格的公理化表述，体现了数学建模的

素养，这也是需要学生达到的。模型思想是《义务教育数学课

程标准（2011年版）》当中新增的一个核心概念，它也是数学

的基本思想之一，我们作为教师应当带领学生去感悟这一基本

的数学思想，从而使学生形成正确的数学态度。让学生体会和

理解数学与我们所生活的世界的关联是模型思想的本质所在。

结语

通过对多面体这个例子的研究提出一些建议，第一点，

提出猜想时我们是基于对一件事物的兴趣和熟悉程度提出一个

含糊的叙述。进而在此基础上再去探求一些更为精确的知识。

即将具体要研究的量用数学符号表示出来，并且提出一些明确

的问题。第二点，检验猜想时，我们可以分为证明猜想与推翻

猜想两个部分。对于证明猜想，我们是将各种例子一步一步推

广，通过归纳的方法，去增加这个猜想是正确的信心。第三

点，对于猜想的检验，我们可以从类比中寻找新证据。第四

点，对归纳过程进行一个总结，归纳是思想和语言上的适应。

将思想认识适应于事实结果。用合适的语言表达事实。
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