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基于数学运算核心素养下的解题分析
——以一道解析几何为例分析

林永忠

福建省莆田第四中学

[摘　要]本文就解析几何运算难的问题进行剖析，通过巧设直线、巧用对称性、巧用同理可得、对称化构造、如何简化运算

过程等达成运算目标进行分析，从而简化圆锥曲线的运算过程.同时就如何在课堂教学中落实数学运算核心素养的培育进行分析.
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普通高中数学课程标准中提到：数学运算是指在明晰运
算对象的基础上，依据运算法则解决数学问题的过程.主要包
括：理解运算对象，掌握运算法则，探究运算方向，选择运算
方法，设计运算程序，求得运算结果等.

数学运算作为数学学科六大核心素养之一，如何培育并落
地生根，须在平时的课堂教学过程中落实.而如何落实老师又
比较困惑，或者说实施起来效果不是那么理想.而在高中数学
中，学生普遍对解析几何的运算过程比较茫然，很多同学明明
知道解题思路，就是无法达成运算目标，造成丢分.下面就以
解析几何的一道例题阐述在培育数学运算核心素养过程中的几
点思考和作法。

引例：已知 21, FF 为椭圆 E ：

2
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x y+ =

的左右焦点，O为坐
标原点.

（1）过左焦点的直线 l与椭圆E 交于 A B、 两点，求
面积的最大值；

（2）过左焦点 1F 作两条互相垂直的直线与 E 交于四个
点，求这四个点构成的四边形面积的取

值范围；

（3）四边形 PQNM 的顶点在 E 上，且对角线 PN 、QM 过原
点O，设 ),(),,( 2211 yxQyxP ，

满足 21214 xxyy = .

①求证 为定值，并求出定值；
②试求四边形PQNM面积的最大值.
（1）分析：关于三角形面积（度量）范围最值问题，应

把三角形面积（目标）用一个变量（引参）表示出来，再结合
函数或基本不等式进行求解；下面给出两种设直线的方法进行
对比说明设直线对解题过程的影响.

方法一：

Step1：设直线 l的方程为 3x my= − ，
备注1：为什么这么设直线？好处是什么？斜率为0的直线

不合题意，而且可以表示斜率不存在的直线；另外， AOB∆ 面

积可以一分为二，并用 A B、 的纵坐标表示（消元时考虑消去 x
）.

Step2：联立
2 2+4 4 0

3

x y

x my

 − =


= − ，消去 x 得
，

Step3： .
方法二：

Step1：设直线 l的方程为 ( 3)y k x= + ，

备注2：这样设直线有什么弊端？直线不表示表示斜率不

存在的直线，对斜率不存在的情况要单独讨论；另外， AOB∆
面积一分为二表示时须进一步转化.

Step2：联立

2 2+4 4 0

( 3)

x y

y k x

 − =


= + ，消去 y 得得 2 2 2 2(4 1) 8 3 12 4 0k x k x k+ − + − = ，
216( 1)k∆ = + ，
Step3：

备注3：对比以上两种直线方程的设法，显然方法二的解
题过程比较繁琐，所以解题时怎么设直线方程是有讲究的.当
然在设直线方程时既要考虑消去哪个变量，又要考虑待求的目

标函数用那哪个变量表示.比如要消去 x ，可设直线为 x ty n= +
，要消去 y ，可设直线为 y kx m= + .

（2）分析对角线互相垂直的四边形的面积等于对角线积
的一半，目标是弦长 | |MN 和 | |PQ 用同一个变量表示，隐含斜率的
积为定值，故可以相互转化，但要对与坐标轴平行（或）垂直
的直线另行讨论.

Step1：设直线PQ： ，联立 ，

消去 x 得 ，且 ，

，

备注1：对于 ，实际
上是韦达定理的应用，书写时可以进行简化计算，减少运算.

Step2：同理 ，

备注2：在求 | |MN 的过程中，注意到直线MN 与直线 PQ只是
斜率在改变，所以可以同理可得.

备注3：这里能否把直线设成参数方程的形式？再把弦长
表示出来.

Step3： ，设 112 ≥=+ tm ，
备注4：换元之后，注意新元范围！分子分母都是四次，

怎么处理？
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备注5：是否注意到分子，分母之间的关系，可用基本不
等式求其最小值.

.

Step4：则 ，

当 2=t 时， ；当 1=t 时， 2max =S ；所以 .

备注6：注意到 （定值，可
推广）！

即：过焦点作互相垂直的两条弦，它们的倒数和为定值 
 

，进一步，过长轴（除顶点外）上的定点作互相垂直的两
条弦，它们的倒数和为定值，还可推广到双曲线、抛物线！在 
 

抛物线中， （ p 为焦准距）.由此结论，结合基本
不等式可求该四边形面积的最小值.如：，则.

备注7：在圆锥曲线中，很多结论可以进一步探究和推
广，还有较多的二级结论，适当了解和记忆相关结论，对选择
填空的求解往往能起到事半功倍的效果.

（3）分析：①四边形 PQNM 的对角线 PN 、 MQ 过原点 O ，
直线过原点，怎么处理？②条件 21214 xxyy = 怎么用？隐含怎么？
③ /PQ MQk k 怎么表示？涉及如何设直线？④四边形 PQNM 面积的表
达式要怎么表示出来？

Step1：不妨设 0,0 21 >> xx ，则 0PQk < ，设直线 PQ： ( 0)y kx m m= + ≠

，
备注1：当直线没有明确的相关属性时，可设成 y kx m= + 的

形式，当大多数是同学害怕变量太多不敢下手，实际上是无法
寻找出已知条件中的隐含关系.

备注2：利用设而不求求解圆锥曲线相关问题时，其关键
是把相关的几何元素代数化，即用坐标表示，即在化简的过程
中转化为两根和、两根积的关系，而且两个的系数不同时，还
要利用对称化进行构造，所以写出两根和、两根积、判别式是
解题的必要步骤，也是得分点.

S t e p 3 ： 由 21214 xxyy = ， 可 得 1 2 1 24( )( )kx m kx m x x+ + = ， 即
2 2

1 2 1 2(4 1) 4 4 0k x x mkx x m− + + = ……③
备注3：在化简的过程中，目标是往两根和、两根积转

化，不要急于把两根和、两根积的表达式代入，应利用点在直
线（或曲线上）消元之后再代入.

S t e p 4 ： 把 两 根 和 、 两 根 积 代 入 可 得 ：
2 2 2 2 2 2(4 1)( 1) 8 (4 1) 0k m m k m k− − − + + = ，……………④

备注4：这里的多项式运算有一定的技巧和算理。学生大
多是先展开，再合并同类项得到关系式.实际上，应该遵循从
高次到低次的运算过程，简单且不容易出错！如：最高次四次
项 2 2m k 的系数为0，三次项的系数也是0，二次项 2m 的系数也是
0，二次项 2k 的系数是 4− ，一次项的系数为0，常数项为1.则有

Ste p 5： 24 1 0k − = ，则
1
2PQk = − （根据题设排除正根），     

………………………⑤

备注5：根据 21214 xxyy = ，得
1
4OP OQk k⋅ = ，隐含直线 PQ的斜率为

定值，所以本小题改为求证直线 PQ的斜率为定值，就直接多
了！实际上当两直线的斜率和（或积）存在某种定量关系时，
往往隐含另一个定量关系，需要进一步挖掘.

Step6：注意到
2

2

1
4PQ MP

bk k
a

⋅ = − = − （证明略），则
1
2MPk = ，所以

0PQ MPk k+ = .……⑥
备注6：注意到 Q M、 是关于原点对称的两点，则有 

 2

2PQ MP
bk k
a

⋅ = − （斜率存在的情况），这是圆锥曲线的第三定义，在
相关的模拟考试中经常隐含在题目中.

备注7：注意到直线 PN 、MQ过原点O这一特殊情况，考虑
到交点坐标比较容易表示，可以直接求出交点坐标，在代入求
解。实际上，设直线的目的也是为了交点坐标，只不过交点坐
标不好求，从而通过两根和、两根积来转化而已.另解如下：

S t e p 7 ： 因 为 21214 xxyy = ， 可 得 ， 记 
 

，
设 直 线 N P ： ， 联 立 44 22 =+ yx ， 解 得 ： 

 
 

，同理 ，

所以 .

备注8：对比两种解法，过原点的直线，可以巧求点的坐
标，有时更直接。另外消元时大多利用点在线上消元，但碰到
抛物线时，利用点在抛物线上消元有时更容易些.

Step8：注意到四边形是平行四边形， ，
备注9：注意到平行四边形是中心对称图形，所以

，这是很重要的一个的几何性质，解题时若能挖
掘隐含的几何性质，再利用几何性质解题就会减少很多不必要
的运算.

Ste p 8：由上知， ，设直线PQ： mxy +−=
2
1

，联 
 

立 



=−+

−=

044
22

22 yx
xmy

整理得 ，
又 ；

，

所以当 12 =m 时，四边形面积的最大值为4.
备注10：圆锥曲线中的范围最值问题，通常是构造函数

求解或者利用基本不等式求解，在平时的解题中应多归纳和总
结.

通过高中数学课程的学习，学生能发展数学学科六大核心
素养，而六大核心素养即相互独立，又相互交融，是一个有机
的整体.以上就数学运算核心素养的培育进行探究，旨在提高
学生学习数学的兴趣，提升学科能力.

参考文献
[1]孙宏安.数学课程标准动词源流——学习《普通高中

数学课程标准（2017年版）》[J].中学数学教学参考，2020
（7）：2-5.

[2]章建跃.核心素养导向的高中数学教材变革（续
6）——《普通高中教科书·数学（人教A版）》的研究与编写
[J].中学数学教学参考，2020（1）：44-49.


