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浅谈求解一维优化系统方法
兰晓博  任双双

郑州科技学院   

[摘　要]上世纪九十年代， .S Lie 为了研究微分方程，提出了一套理论，该理论被称为李群理论.利用李群理论求解偏微

分方程的基本思路是，通过构造群不变量作为函数变换的基础，使偏微分方程（减少一个自变量）得到化简和求解.本文主

要讨论了三维半单李代数的一维优化系统，根据任何三维半单李代数都和 (2)sl 同构，提出了利用同构关系做三维半单李代
数的优化方法.
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一、预备知识

李群和李代数的相关概念

以下部分理论来源于《李群基础》[7].

设 M 是一个群，又是一个 m 维的光滑流形，且映射 F ：

M M M× → , ( ) 1,F x y xy−= 是光滑的，则称M 是一个m 维李群.李群上

的全体不变向量场, 在交换子运算下构成李代数.下面我们介

绍一下李代数的相关知识.

定义1.1 设 L 是域 F 上的向量空间.如果 L 上有一个运

算： L L L× → , ( ), [ , ]→x y x y 满足以下三个条件，则称 L 是一个李代

数.

( )1 1 1 2 2 1 1 2 2[ , ] [ , ] [ , ]λ λ λ λ+ = +X X Y X Y X Y ,

( )2 [ , ] [ , ]= −X Y Y X ,

( )3 [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0+ + =x y z y z x z x y ，对所有 L中元素 , ,x y z成立.

如果η是李子代数 L的一个子空间，且η对李括号封闭，则

称η为 L的李子代数.

定义1.2  一般来说，若 f 是从李代数 1L 到 2L 的双射，如果

还满足如下条件

(1) ( ) ( ) ( )f X Y f Y f Yλ µ λ µ+ = + ,

(2) ( ) ( )[ , ] [ ]= +f X Y f X f Y .

则称 f 为从 1L 到 2L 的李代数同构.

设G是m 维李群， X 是G上的一个光滑切向量场，如果对于

任意固定点 a ,满足 ( )∗ =a x axL X X ，则称 X 是G 上的一个左不变的向

量场.

定理 1.1[7]  李群G上的全体左不变向量场 ( )Lie G 构成一个

m维实李代数.反之， 每个李代数 L总存在一个单连通李群G以

L为李代数.

2. 李代数的伴随表示

定义 2.1 设G是李群， g G∈ ，由 1
gAD h ghg −= ， h G∀ ∈ 定义的自

同构，称为G的内（共轭）自同构.

说 明  :gAD G G→ 是李群同构.因为 1
1

g gg
AD h ghg R L h−

−= = 且 R L

均为微分同胚；可以验证保持运算 1 2 1 2g g g gAD h AD AD h= ，而且这样的

一个李群同构，一定诱导了一个李代数同构.

定义2.2  设 g是李群G的元素，设L是G中的李代数，定义

g gAd dAD 称为G上的伴随表示 ( , )Ad L

: × →Ad G L L   

满足

0

( ) exp
=

=g e g
t

dAd Y AD tY
dt

即

(exp ) exp ( )=g gAD tY t Ad Y

说 明  即满足以下交换图

二、对系统求解并优化改进

1. 利用不变量求解一维优化系统

设 L是一个 n维李代数，假定该空间的基是 1{ , , } nv v , 称两个 

 
元素 1

n

i i
i

v a v
=

=∑ 和 1

n

j j
j

w b v
=

=∑ 等价[4]，如果满足以下条件：

（1） 存在一个元素满足当 g G∈ 使得 ( )gAd w v= ，

（2）存在 v cw= ，其中c为非零常数.

需要注意的是，第二个条件虽然不是很明显，但是这个条

件将在研究方法中起到重要作用.在本论文的算法中主要运用

的就是不变性和伴随矩阵.

2. 求解优化系统不变量

利用以上结论，在这个部分我们将列举例子来具体说明求

解优化体统不变量的过程.

例2.1  已知李代数 (2)sl ,设 1 2 3, ,e e e 为空间的一组基，并且 

 
满足下列关系： 1 2 2[ , ] 2e e e= ⋅ ， 1 3 3[ , ] 2e e e= − ⋅ ， 2 3 1[ , ]e e e= ，设 1

n

i i
i

v a e
=

=∑ 和 

 
1

n

j j
j

w b e
=

=∑ 代入到（1）式中，其中 3n = ，我们可以得到：

2
exp( ) 1 1 3 3 1 1 3 3( ) ( ) ( ) ( )wAd e a e a e e e Oε ε ε= + + − Θ + +Θ + 

由此可以得出 iΘ ( 1, 2,3)i = ：

1 2 3 3 2a b a bΘ = − ， 2 1 2 2 12 2a b a bΘ = − ， 3 1 3 3 12 2a b a bΘ = − + .

对于任意的 ( 1, 2,3)ib i = ，它满足：

1 2 3
1 2 3

0
a a a
φ φ φ∂ ∂ ∂

Θ +Θ +Θ =
∂ ∂ ∂

即为：

2 3 3 2 1 2 2 1 1 3 3 1
1 2 3

( )( ) (2 2 )( ) ( 2 )( ) 0a b a b a b a b a b a b
a a a
φ φ φ∂ ∂ ∂

− + − + − + =
∂ ∂ ∂

将其转化为关于 ib 的方程：

2 3 1 3 1 2 2 1 3
2 3 1 2 1 3

( 2 ( ) 2 ( )) ( ( ) 2 ( )) ( ( ) 2 ( )) 0a a b a a b a a b
a a a a a a
φ φ φ φ φ φ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + + − + + − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

令 1 2 3, ,b b b 系数为零，可得： 2
1 2 3 1 2 3( , , ) ( )a a a F a a aφ = + .其中 F 是任意

一元函数，比如可以取 2
1 2 3a a a∆ = + 为 (2)sl 的一个不变量.                                                

通过以上例子可以发现：求解过程中都需要求出 iΘ ，然后

反代到(4)式中，提出 ib 系数令其等于零进行求解，下面我们就

以 ( )2sl 为例子再重复以上过程，看看有何新的发现.

3. 以 (2)sl 为例求解一维优化：

任给一个非零向量： 1 1 2 2 3 3e a e a e a e= + + ，现在我们的任务就是
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通过伴随矩阵映射在 v上使得系数 ia 尽可能地简化.

取 { }1 2 3, ,e e e 作为李代数 G 的一组基.那么伴随映射 exp( )ivAd ε 就

是李代数G 的线性变换，这可以表示为一个关于李代数基的矩

阵.为了简化这个计算的结果，将其定义为

1 1
1 1 1exp( ln( ) )

2

( )
t e

A t Ad
− ⋅

=
，

2 22 2 exp( )( ) t eA t Ad ⋅= ，
3 33 3 exp( )( ) t eA t Ad ⋅= ，

求解 1 1 1

1

1 0 0
( ) 0 0

10 0

A t t

t

 
 
 

=  
 
 
 
 

， 2
2

2 2 2 2

1 0
( ) 2 1

0 0 1

t
A t t t

− 
 = − 
 
 

， 3

3 3
2

3 3

1 0
( ) 0 1 0

2 1

t
A t

t t

 
 =  
 − − 

.

在这组基下， v 可以由矢量 1 2 3( , , )Ta a a 表出，并且恒定不变量

就是 2
1 2 3a a a∆ = + .       

取 v是一个非零向量 1 2 3( , , )Tv a a a= .首先我们假定 1 0a ≠ ，那么设

v中 1 1a = ，即 1 2 3 2 3( , , ) (1, , )T Tv a a a v a a′ ′′= = ，其中 ia ′构成了 v′的坐标向量.通

常情况下，为了更清晰明了地描述这个过程，我们就认为 ia ′与

ia 是等价的，那么上式就可以表示为 1 2 3 2 3( , , ) (1, , )T Tv a a a v a a′= = .

在这里需要讨论一个事情，取任意正数 λ ， 1 2 3( , , )a a a

对应的不变量是 ∆ ， 1 2 3( , , )a a aλ λ λ 对应的不变量就是 ′∆ ，则
2 2 2 2

1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )λ λ λ λ λ′∆ = + ⋅ = ⋅ + = ⋅∆a a a a a a ，由此可得 ∆与 ′∆ 之间只差一个

正系数，我们总可以取得一个合适的数使 ′∆ 的系数 2λ 化为1，
即为 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )a a a a a aλ 所以在 0∆ > 的情况下， ∆总可以化为1，同

理， 0∆ < 的情况下， ∆可以化为 1− .

下面讨论 1 2 3, ,a a a 的取值，使得一维优化形式最简：

利用李代数群映射关系 ( )gAd v v= ，下面就分情况分析.

当 2
1 2 3a a a∆ = + 大于零时，显然有 1 2 3, ,a a a 不全为零，经分析可

知， 2 3,a a 不全为零时， 1 0a = .不妨设 2 0a ≠ ，用 3A 作用 1 0a = ， 2 2a a= ， 

 
3

2

a
a
∆

= ，再用 1A 作用 1 2
1 2

0, ,t a
t a

 ∆
 
 取 1

2

1
| |

t
a

= ，得到 ( )1 2
1 2

(0, , ) 0,1,t a
t a
∆

∆ .所以

( )2 3(0, , ) 0,1,a a ∆ .

再用 2 3A A 作用在 (0,1, )∆ 可以得到 2 2 2 2 2
2 3 2 3 2 3 2 2 3 3( , 2 2, 2 )t t t t t t t t t t−∆ + −∆ + + − + ∆ .

取 2
2t =
∆， 3 2t = − ∆或 2

2t = −
∆ ， 3 2t = ∆ .

由此可以得到 ( ) ( )0,1, 0, 1,∆ − −∆ ；

当 2
1 2 3a a a∆ = + 小于零时，得到的是 (0,1, )∆ ；

当 2
1 2 3a a a∆ = + 等于零时， 2 3,a a 不全为零，否则为零向量了.不

妨设 2 0a ≠ 同上，用 3 2 1A A A 作用 1 0a = ， 2 2a a= ，  得到 (0,0,1)即 3e .

由此可以得到以下结论：

δ 大于零时： ( )0,1,∆ ； δ 小于零时： ( )0,1,∆ ； δ 等于零时： 

(0,0,1). 

由此可得一维优化为 ( )0,1,1 ， ( )0, 1,1− ， ( )0,0,1 .

即{ }2 3 2 3 3, ,e e e e e+ − 为一个优化结果.                              

三、三维半单李代数的一维优化系统

1. 利用同构方法找出优化系统

通过以上的研究，在求解优化系统的过程中也可以从同构

的角度出发，这样做和传统的方法比起来更加简便也不必对各

个情况逐一分析，有效地提高了解题效率，下面我们就深入探

讨一下这种方法的应用，为了保证文章结构的完整性，我们先

给出一个定理.

定理3.1[5] Hα η∈ ，使得 ( ), ( )α α=B H H H , 这样有：

( )1 α
α

η
∈Ξ

= ∑H ，

( )2 [ , ] ( , ) α=X Y B X Y H  ,α α−∈ ∈X L Y L ,

( )3 [ , ]α α α− = L L H .

定理3.2[5] 取 αL 中非零元素 Xα ，一定存在 α α− −∈X L 使得

( ), 1B X Xα α− = ,定义 [ ],H X Xα α α− ，则 :S H X Xα α α α−⊕ ⊕   是 L的一维子代

数，同构于 ( )2sl .

注  因为 ( )Hαα 一定不为零，所以令 ( )
2h H
Hα α

α

=
∂ ， e Xα α= ， 

 
( )

2f X
Hα α

α
−=

∂ ，那么就有下列的交换关系：

[ ], 2h e eα α α= ，[ ], 2h f fα α α= − ，[ ],e f hα α α= . 

因此， Sα同构于 ( )2sl .                                            

由此就可以得出一个结论：所有三维半单一维李代数都和

( )2sl 同构.     

例3.1  已知李代数 L

1µ 2µ 3µ

1µ 0 13µ 2µ

2µ 13µ− 0 33µ

3µ 2µ− 33µ− 0

易知这是半单李代数, 它的卡当子代数为： 2{ }Spanη µ= .根的 

 

分解：正根3，根向量取为 3µ ；负根 3− ，根向量取为 1
1
6
µ− .可以验 

 
证 1 3

1 , 1
6

B µ µ − = 
  ，取中性元 1 3 2

1 1[ , ]
6 6

hα µ µ µ η= − = − ∈ ，

由定理4.2, 取

( )1 2
2 2
, 3

e h
B h h α

α α

µ= = −
,

2 3e µ= ，

( )3 1 3 1
2

2 1 2 1 2
, 6 6 3

e
B h hα α

µ µ µ
µ

   = − = − − = −   
    .

则 1 2 3:S e e eα ⊕ ⊕   同构于 (2)sl .在同构意义下，一维优化系统

是一样的， 所以李代数 L的一维优化系统为

当 0δ > 时： 2 3 3 1 3 1
2
3

e eδ µ δ µ µ µ + = + ⋅ − − 
 

 ，

当 0δ < 时： 2 3 3 1 3 1
2
3

e eδ µ δ µ µ µ + = + ⋅ − + 
 

 ，

当 0δ = 时： 3 1 1
2
3

e µ µ= −  .

其中δ 为例3.1中所求的 (2)sl 的不变量∆，且根据伸缩可以任

意取δ 的值，以求结果最简.

通过上面的例子我们可以得到的结论就是：利用上述办

法， 任何三维半单李代数一维优化系统都可以得到.首先给出

三维半单李代数和 (2)sl 的同构映射，然后写出对应的一维优化

系统，最后通过伸缩得到最简化结果.这种方法与之前利用传

统方法求解一维优化系统的方法更加简便易行，是一种行之有

效的办法.
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