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一、极限概念教与学的问题现状

极限概念是高等数学的起点、重要基石，贯穿于现代数学

多数分支。而极限思想在2000年前就已萌芽，是人类从有限到

无限的认知过程中的必然产物。古希腊哲学家阿基米德完善的

穷竭法和我国魏晋时期数学家刘徽的割圆术，都是极限思想的

杰出代表。然而，完全摒弃了直观性描述的、严格的极限定义

直到19世纪才被给出，即使17世纪牛顿、莱布尼兹就已独立发

明了微积分。这说明，极限概念的理解不是简单的，而极限概

念也一直是大学数学教学的难点。纵使众多数学教育工作者、

数学家们投入了大量研究，仍未根本性解决极限概念教学难的

问题。[1]

据调查，江苏高职院校省内生源的数学基础差异非常大，

有三分之一的学生认为高等数学课堂教学内容太难、跟不上，

仅有少量学生认为所学内容简单。[2]高职学生中 “乐于学

习”“愿意学习”“厌烦学习”“放弃学习”的人数比例大致

为 。[3]因此，降低极限概念的理解难度，激发高职

学生的学习兴趣，提高学生的学习主动性，是当前高职数学教

师面临且需要解决的问题。

二、高职数学数列极限概念的情境教学对策

基于情境的数学启发式教学能够在一定程度上解决上述

问题。因为将所学知识和学生生活经验相结合的数学情境，能

够让抽象的数学问题具体化，激发学生的情感参与，同时也促

进学生的思维参与；结合教师的引导促使学生主动体验、建构

并达到对数学问题本质的理解，从而提高学生学习的兴趣和迁

移能力。[4]笔者根据自己的教学实践，例谈极限概念的情境教

学。

（一）铺垫情感

介绍刘徽求单位圆面积的割圆术，“割之弥细，所失弥

少，割之又割以至于不可割，则与圆周合体而无所失矣”，

指出刘徽曾计算得到：单位圆内接正 边形的面积约 

 
是 ，内接正 边形的面积约是

。若不是受限于当时的计算技术，刘徽定能算得更准

确 的 圆 面 积 ， 让 学 生 体 会 到 刘 徽 精 益 求 精 的 科 学 精

神，做好理解极限定义中 的情感铺垫。事实上，在后 

 
面 讲 授 第 一 个 重 要 极 限

的 时 候 ， 还 可 以 回 到 这 个 例
 

 
子上来，因为通过计算易得圆内接正 边形的面积是

。

（二）情境法引出极限的直观定义

为了方便计算突出本质，可以求由 围

成的曲边三角形的面积S，来引出数列极限的直观（描述性）

定义。按穷竭法，将位于 轴上的边平均分成 份，以每一份为

宽（底），作曲边下最长（高）的矩形。通过计算易得这些矩 

 
形面积之和为 ，以它去近似曲边三角形的面

积。当 无限增大时，矩形面积之和无限接近曲边三角形面

积。实际教学中，可以通过GeoGebra等软件制作反映逼近过程

的动态图像展示给学生，直观方便便于理解。

利用计算器计算某些特定的 ，如  

 
等等。容易发现当 无限增大时， 无限接近 。自

然地，给出数列极限的直观定义：若当 无限增大时， 无限 

 
接近 ，则 。但直观定义中无限接近四个字，

受主观性的影响太大，不够精确，以致于部分学生不能 

 
有效判断如常数列、 等的简单极限。[5]即使在说明

无限接近 可用 无限接近0代替后，仍会产生错误的

判断，还是需要经典的 定义将其严格化。

（三）拓展情境联结

考虑情境：甲方寻求测量技术最好的供应商。乙方熟练

掌握割圆术、穷竭法，联系甲方。甲方决定测试乙方的测量技

术，让乙方测量上述曲边三角形模具的面积s，且仅甲方已知 

 
模具面积为 。甲方知道实际测量的误差不可避免，总是会任

给乙方一个误差 ，看乙方是否能达标，若乙方能达标，则

甲方会继续任给另一个误差，直到乙方不能达标为止。乙方按

穷竭法测量，测量结果记为 。自然地，甲方给的误差 是越

小越好，且是越给越小。需要指出的是，若模具准确面积为一

无理数，乙方一般不能通过 观察得出其直观极限。教师启发

引导学生探索以下两个情形。

情形一：如果乙方将 提交给甲方，那么甲方会发

现，对他所任给的误差 ，总能够从 中找到一个正整数

，使得乙方第 次以后的每次测量都能达标，即当  

 
时，总有误差 。事实上， ，要 
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使 ， 可 由 韦 达 定 理 解 出 只 需

即可。例如，甲方先给误差 ， 则可取大于等于 

 
的 最 小 整 数 ， 乙 方 就 能 达 标 ；

甲 方 若 再 给 误 差 ， 则 可 取 大 于 等 于 

 
的最小整数 ，乙方就能达标……

情形二：作为乙方，在甲方任给一个误差 后，需要

应对甲方。那么乙方就需要估计自己的测量误差。乙方知

道，如果每次测量时所作的矩形改为超过曲边的最矮矩 

 
形，则新的矩形面积之和为 ，且  

 

。则乙方能估计出他的测量误差 = 。那 

 

么，乙方发现，要达标（即 ），可以取第 次后的任一次
 

 
测量（即当 时， = ）。例如，甲方先给误 

 
差 ， 则可取大于等于 的最小整数100，乙方任取第 次

后的一次测量提交给甲方就能达标；甲方若再给误差 ， 

 
则可取大于等于 的最小整数 ，乙方就能达标……

通过对上述两个情形的探讨，可以自然地总结抽象出极限

的精确定义：

设 是 一 个 数 列 ， 是 一 个 常 数 。 若 对 任 给

的 正 数 ， 总 能 找 到 正 整 数 ， 使 得 时 总 有

，则称数列 收敛于 ，或 是数列 的极 

 
限，记为 。

在学生充分理解精确定义后，再介绍数学的形式化符号

等，不致于增加极限精确定义的理解难度。

根据上述两个情形中 的关系，学生不难理解： 与

是相关的，作为误差的 也是变化的，越小越好，且 一般会

随 的改变而改变。在这个意义上， 可以看作是 的函数

，但又不准确，因为同一个 可以对应不同的 ， 取大一点总

是可以的。而在传统的教学中，学生在理解变量 及其与 的

关系上有较大困难。

（四）极限证明的适度形式化

用极限的精确定义来证明极限，也是极限概念教学的难

点。事实上，对于高职学生，证明里涉及的计算不要求太复

杂，所以可以在极限证明上的可以要求适度的形式化[6]，这样

还能降低学生写出完整证明过程的难度。

可 以 考 虑 填 空 式 地 证 明 命 题 ： “ 对 任 

给的正数 ，可以取正整数    A  ，当 时，总有

（   B  ，则由极限定义命题成立。”学生只需

要恰当填上A、B两个空格即可完成证明。其主要步骤是从B空

格入手，按极限内容代入 ，即转化成关于 的代数式，

简化后由条件 再转化为关于 的代数式，令它 ，由此

不等式解出 的范围，选取 的值填A空格，再补全B空格。

例 如 ： 对 应 于 情 境 的 情 形 一 ，

的 证 明 可 以 这 样 写 ： 对 任 给 的 正 数 ， 可 以 取 正 整 

 
数 > 的 任 一 整 数 ， 当 时 ， 总 有 

 
，则由极限定

义命题成立。证明中的长（不）等式涉及一个可能困扰高职

学生的初等不等式的证明和韦达定理的应用。经验表明，不少

高职学生学不好高等数学恰是因为初等数学（如三角函数部

分）的基础不扎实。因此，这个证明对高职学生并不容易。还

可以考虑情境的情形二，这样证明：对任给的正数 ，可以取 

 
正 整 数 > 的 任 一 整 数 ， 当 时 ， 

 
总 有

，则由极限定义命题成立。显然地，情形二对应的证明更简单

一些，因为用到了乙方对测量误差的估计。这就是所谓的缩放

技巧，也是学生初学极限证明时的难点，而在情境下缩放技巧 

 
就显得很自然，且被具体化了， 就是第 次测量时以曲边上相 

 
邻对应分点连线为对角线所作矩形的面积之和，也即宽 长1的

矩形面积。
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