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浅谈数学分析课程对学生归纳能力的培养

——以辅助函数的应用为例

邓小青  陈建文  张健

（湖南工商大学理学院  湖南  长沙  410205）

[摘　要]数学分析课程内容体系庞大，思想深邃，方法多样，技巧精妙，学生上课能听懂下课解题不知所措，缺乏归纳总

结是原因之一。本文结合辅助函数应用实例，有效引导学生归纳总结辅助函数的不同构造方法。
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“只见树木，不见森林”或“不识庐山真面目，只缘

身在此山中”都是数学分析课程“从厚到薄”工作尚未完成

的写照，“先读厚再读薄”实际上是微观到宏观学习数学分

析课程的历程。“读厚”的目的是深刻全面掌握知识点，即

首先联系实例或背景理解基本概念和基本知识点，然后不断

地练习巩固，使用多种技巧或思路，掌握数学分析的思想和

方法，最后是应用基本概念、基本知识点和基本思想方法去

解决实际问题。“读薄”的目的是归纳总结，理清线索，融

会贯通。培养学生归纳总结能力，不仅需要学生积极独立思

考，而且需要教师正确引导。

构造辅助函数法是解决数学分析问题的一种重要方

法，它是一种将数学问题化难为易的方法，是研究数学问

题的一个有力工具。“要不要构造辅助函数和如何构造辅

助函数”是教学的重点和难点，在教学中正确引导学生归

纳总结辅助函数的构造方法，从而提高归纳总结能力，提

升数学素养。

1 辅助函数主要构造方法归纳

1.1 依据微分中值定理构造辅助函数

情形1  要证明至少存在一点 ( , )a bξ ∈ 使得 ( ) 0f ξ = ，如

果能构造某个辅助函数使 ( ) ( )F x f x′ = 且 ( )F x 在 ],[ ba 上满足

罗尔中值定理，那么问题就迎刃而解。

例1 设函数 )(),( xgxf 在 ],[ ba 连续，证明：至少存在一点

),( ba∈ξ 使得

.

分析：构造辅助函数

，对 ( )F x 使用罗尔定理可得。

情形2  要证明 ( ) ( ), [ , ] [ , ]F x F a x a b or b a≡ ∈ ，只需考虑

( )F x 在[ , ] [ , ]x a or a x 满足拉格朗日中值定理。

例2  证明： .1,
1

2arcsinarctan2 2 ≥=
+

+ x
x
xx π

分析：取辅助函数 2

2( ) 2arctan arcsin , [1, ]
1

uF u u u x
u

= + ∈
+ ，

利用拉格朗日定理得证。

情形3  要证明 1 2
( ) ( )( ) ( )F x F ad x d x

x a
−

≤ ≤
− ，只需证明

1 2( ) ( ) ( ), [ , ] [ , ]d x F d x a x or x aξ ξ′≤ ≤ ∈ 。

例3  证明： .0,)1ln(
1

><+<
+

xxx
x

x

分析：构造辅助函数 ( ) ln(1 )F u u= + ， [0, ]u x∈ ，利用拉

格朗日定理得证。

情形4  要证明形如
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

F b F a F
G b G a G

ξ
ξ
′−

=
′− 的某些等式，可

以利用柯西中值定理构造辅助函数.

例4  设函数 )(xf 在 上连续，在 ),( ba 内可导，

证明：至少存在一点

),( ba∈ξ 使得 a
bfafbf ln)()()( ξξ ′=− 。

分析：所证等式变形为 1

( ) ( ) ( )
ln ln

f b f a f
b a ξ

ξ′−
=

− ，构造辅助函

数 ，只需对函数 )(xf 和 )(xg 使用柯西中值定理即

可。

情形5  证明形如 ( ) ( )f x g x> 的不等式，可以考虑依据柯

西中值定理构造辅助函数。

例5 证明不等式

3

tan ,0
3 2
xx x x π

> + < < .

分析：构造辅助函数

3

( ) tan , ( ) ,0
3 2
xf x x g x x x π

= = + < <
，

两次利用柯西中值定理即可证明。

1.2  依据零点定理构造辅助函数

数学分析中有些等式的证明问题或方程的根的存在问题

可以转化为某个辅助函数的零点存在问题。
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例6 已知函数f(x)在[0,1]上非负连续，且 0)1()0( == ff ，

证明：对任意实数a
(0 1)a< < ，至少存在一点 ]1,0[∈ξ 使得 ]1,0[∈+ aξ 且

)()( aff += ξξ 。

分析：构造辅助函数 ),()()( axfxfxF +−= 在 ]1,0[ a− 上

使用零点定理即可证明。

1.3  依据单调性构造辅助函数

证明不等式的方法很多，其一是利用某个辅助函数的单

调性加以证明。

例7  证明： .1,132 >−> x
x

x

分析：构造辅助函数 x
xxF 132)( +−= ，利用导数证明

其在 上单调增加即可。

1.4  依据凹凸性构造辅助函数

数学分析中有些不等式可以利用某个辅助函数的凹凸性

证明。

例8  证明： .1,,0,0,)
2

()(
2
1

>≠>>
+

>+ nyxyxyxyx nnn

分析：构造辅助函数 ( ) , 0, 1nF t t t n= > > ，由于它在

上是凹的，利用凹函数的定义即可证明得到。

1.5  依据最值或极值构造辅助函数

数学分析中有些不等式可以利用对应的辅助函数的极值

或最值加以证明。

例9 证明不等式
2

2

1ln( 1 ) ( 0)
1 1

x x x x
x

+ + > ≠
+ +

分析：构造辅助函数为 2 2( ) ln( 1 ) 1 1F x x x x x= + + + − + ，

由于 (0) 0F ′′ > ，于是该函数在 0=x 取得极小值，从而证明上

述不等式。

1.6  依据含参变量积分构造辅助函数

学习分部积分求定积分时，会碰到一种特殊的含参变量

积分，可以使用递推公式得到该含参变量积分的表达式，根

据这个表达式我们进一步证明其他结论。

例 1 0   证明 W a l l i s 公式
2(2 )!! 1lim( )

(2 1)!! 2 1 2n

n
n n

π
→∞

=
− +  

 

或

2 2( !) 2lim(
(2 )!

n

n

n
n n

π
→∞

= .

证明：构造辅助函数
0

( ) sinnI n xdx
π

= ∫ ，通过一次分部积分

（u=sinnx,v=cosx）

计算得到 ( ) ( 1) ( 2) ( 1) ( )I n n I n n I n= − − − − ，

即
1( ) ( 2)nI n I n

n
−

= − ，又 (0) , (1) 2I Iπ= = ，

所以
(2 1)!! 2(2 )!!(2 ) , (2 1)

(2 )!! (2 1)!!
n nI n I n

n n
π−

= + =
+ 。

由于 (2 1) (2 ) (2 1)I n I n I n+ < < − ，

从而有
2

121 1(2 )!! 1 2( )
(2 1)!! 2 1

n n
n n

π

< < +

− +

，

因此 2

2lim 1(2 )!! 1( )
(2 1)!! 2 1

n n
n n

π

→∞
=

− +
，

再用极限的四则运算得到所证结论。

2 辅助函数其他构造方法归纳

当然，除上述构造法外，辅助函数还有其他的构造方

法。比如，数学分析中讨论某些数列的极限可以借助某个辅

助函数的连续性；讨论函数极限，可以使用定积分定义计

算，即把极限转化为某个辅助函数在某区间上的定积分；讨

论某个近似值可以通过合适的辅助函数在某点的增量约等于

该点的微分来加以计算；讨论某些导数或积分时，也可借助

合适辅助函数的导数或积分，特别处理积分时，辅助函数甚

至是含参变量积分函数；讨论积分问题时，换元法实际上是

借助辅助函数变换积分变量；讨论条件极值问题实际上是以

拉格朗日函数为辅助函数。

3 总结

构造辅助函数能轻松解决数学分析中很多问题，这里

的总结当然并不是最完善的，但是通过引导学生这样归纳总

结，学生就能系统地掌握一元函数的极限、连续、微分和积

分、微分中值定理和导数的应用等。
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