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源于课本，搭好台阶，逐层推进

——谈《直线与圆的位置关系》一课变式教学的实践与反思

张胥奎

（江苏省苏州市沧浪中学校  215008）

[摘　要]数学问题解决的一条基本思路是“将未知问题化为已知问题，将复杂问题化为简单的问题”，在教学中，为了

解决一个复杂问题，我们常常根据学生的实际水平，将这个复杂问题分解成一个个有序的子问题，通过子问题的解决逐步达成

对复杂问题的解决，而其中变式教学就是常用的手段之一。变式教学重视知识的发生过程，把教学作为一个活动过程，教师改

变问题情境，有层次地搭建“台阶”，引导学生体验、探索，使学生的原有认知结构不断整合、扩充，从而建构出新的认知结

构，以达到化解难点，解决问题的目的。
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建构主义理论指出把学生现有的知识经验作为新知识的

生长点，引导他们从原有的知识经验中“生长”出新的知识

经验，因此变式教学符合建构主义理论。心理学家伍德曾用

“脚手架”一词来描述小孩如何在成人指导下学习。布鲁纳

则将此应用于教学中，即强调教师在教学活动中搭建适当的

“脚手架”，以激发学生的最近发展区。著名教育家加涅的

教学序列观点也强调教学设计上要求：第一，要确定各分任

务。第二、保证各分任务的完成。第三，设计一个完成任务

的顺序，以便产生理想的迁移。这些理论都为变式教学提供

了坚实的理论依据，那么何为变式教学呢？

一、变式教学的涵义

变式教学是利用构造一系列变式的方法，来展示知识发

生、发展过程，数学问题的结构和演变过程，解决问题的思

维过程，以及创设暴露思维障碍情境，从而，形成一种思维

训练的有效模式。 在数学变式中将不同的角度、不同的内

容、不同的问题和条件设置实际的问题场景，通过实际现象

暴露问题，体现各个问题之间存在的内在联系，使用新方法

解决问题。

变式教学分概念性变式和过程性变式。概念性变式在

教学中偏重于使学生获得对已成形概念的多角度理解。“过

程性变式”于20世纪八十年代由顾泠沅教授提出，他将教学

变式从概念教学推广到活动经验的教学。通过建立学习对象

与学习者已有知识的内在合理联系，“在数学活动过程中，

通过有层次的推进，使学生分步解决问题，积累多种活动经

验。”

二、变式教学的一次教学实践

在平面几何对直线与圆之间的关系进行了定性的研究，

即依照它们公共点的个数来判定它们的位置关系。但在实际

问题中，我们会经常遇到直线与圆的位置关系的定量刻画问

题，如当直线与圆有公共点时，其公共点的准确位置的确

定问题，这是平面几何没有解决好的问题。学习了坐标法

后，可以通过建立平面直角坐标系，使得直线与圆可以用方

程表示，从而将直线与圆的位置关系的研究转化为直线的方

程与圆的方程之间的数量关系的研究.当直线与圆有公共点

时，公共点位置的确定就转化为求解直线的方程与圆的方程

的公共解。依据圆心到直线的距离与半径长的关系判断直线

与圆的位置关系，是运用点到直线的距离公式求出圆心到直

线的距离，然后比较这个距离与圆的半径的大小，并作出位

置关系的判断，仍然是用坐标法解决问题（几何意义相对直

观些）。研究直线与圆的位置关系，一是从几何角度直观判

断，二是通过直线与圆的方程从“数”的角度进行研究，这

体现了数形结合的思想。

直线与圆问题是解析几何的基础，蕴含着解析几何的基

本思想、基本方法，下面结合《直线与圆的位置关系》一课

的教学实践谈变式教学在高三数学复习中的运用。

问题：（必修2 P113 例题改编）自点 P )3,2(− 作圆O：

422 =+ yx 的切线 l ，求切线 l 的方程。

解法一：当直线 l 斜率不存在时，直线 2−=x ，满足题

意。

当直线 l 斜率存在时，设直线 l 的方程为 )2(3 +=− xky ，

因为直线 l 与圆O相切，所以圆心O到直线 l 的距离 d 等

于半径 r ，

所以 r
k

k
=

+
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2 ，求得 ，

因此切线 l 的方程为 或 2−=x
方法二：点 P在圆外，过 P作圆的切线有两条。

设 切 点 分 别 为 A ， B 。 由 图 易 得 切 线 P A 的 方 程 为 ： 

 
2−=x ，由 3

2tan =∠APO ，所以 ，因此切线PB的斜 

 
率为 ，因此切线 l 的方程为： 或 2−=x

变式1：已知点 P )2,2( ，过点 P 作圆O： 422 =+ yx 的

切线 l ，求切线 l 的方程。

解析：点 P 由圆外变到了圆上，过 P 作圆O 的切线只有

一条，并且这条切线与过切点的半径垂直，因此切线 l 的方程

为 022 =−+ yx 。

变式2：已知 yx, 满足条件 422 =+ yx ，求代数式 3−x
y

的

取值范围。

解析：数形结合，将
3−x

y
看作点（ x ， y ）与（3，0）

两点连线的斜率，将问题转化为圆上点与（3，0）连线的 

 
斜率的范围，易得 
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在此基础上可进一步将点（3，0）改为（0，-3），让学

生去体会斜率范围的变化，引导学生对倾斜角为 的直线给

予重点的关注。

变式3：已知圆O ： 422 =+ yx 上有且仅有四个点到直线
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的距离为1，求实数 c的取值范围。

解析：观察图形，抓住圆心到直线的距离这一关键量， 

 
将问题转化为圆心 O 到直线的距离 1<d ，由 ，所以

。

变式4：已知直线 l ： 与圆O ： 422 =+ yx ，

判断直线 l和圆O的位置关系。

解法一：利用圆心O到直线 l的距离 d 与圆半径 r 比较。

由题意， r
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2 ，所以直线 l 与圆

相交。

解法二：利用直线和圆的方程联立，通过解的个数来判

断。

直 线 l 与 圆 O 方 程 联 立 ， 消 去 y 得 ： 

 
032)22()1( 2222 =−−+−++ kkxkkxk ，因为 ，所以直

线 l与圆O相交。

解法三：动中有定，观察直线的方程，直线 l 虽然是一条

动直线，但恒过定点M （1，1），因为点M 在圆O内，所以

直线 l必与圆O相交。

变式5：已知直线 l ： 与圆O ： 422 =+ yx
，求直线 l被圆O截得的最短弦长。

解析：直线与圆相交时，半径，弦心距和半弦长构成直 

 
角三角形，即

222)
2

( rdl
=+

。因为 2r 为定值，所以 l 最小，即

d 最大，变式4中直线 l 恒过定点 M （1，1），所以当直线 l
与OM垂直时， d 最大，即 l 最小，此时 2=d ，所以最短弦长

222 22 =−= drl 。

变式5：已知圆O： 422 =+ yx ，过圆内一点M（1，1），

作两条互相垂直的弦 ，求 的值。

解析：作 ，设

因为 ，

所以 ，因为

22
2

2
1 =+ dd ，所以 。

变式6：已知圆O： 422 =+ yx ，过圆内一点M（1，1），

作两条互相垂直的弦 ，求四边形 EGFH 面积的最大

值。

解 析 ： 四 边 形 EGFH 面 积 ， 由 变 式

，

所以 ，当且仅当 时取最大

值。

变式7：已知圆 O ： 422 =+ yx ，过圆内一点 M （1，

1），作两条互相垂直的弦 ，求线段EG中点Q的轨迹

方程。

解析：设点 Q ),( yx ，因为EG为圆 O 的一条弦，所以 

 

， 因 为 ， 所 以 ， 所 以 
 

，化简得： ，是 
 

以OM中点为圆心， 为半径的圆。

变式8：已知圆 O ： 422 =+ yx ，过圆内一点 M （1，

1），作两条互相垂直的弦 ，若 ，求 的

最大值。

解法一：由 可知，变式7中的 Q 为MN的中 

 
点，因为Q的轨迹方程为 ，由相关点法可求

得 N 的轨迹方程为 622 =+ yx ，因为M在这个圆内，所以 的最

大值为 。

解法二：由 互相垂直， 可知四边形 

 
ENGM 为矩形，由图形可得 ，所以点 N

在以O 为圆心，半径为 6 的圆上，所以 的最大值为 26 +

。

对于变式7中EG中点Q的轨迹方程，可以取OM的中点 D ， 

 
连接 ，则 为三角形OMN 的中位线，所以 ， 

 
所以点在以D为圆心，半径为 的圆上。

变式9：已知圆O ： ，过圆上一点 R （ 2,2 ）

作两条相异直线分别与圆O 相交于 S ，T ，若直线RS和直线

RT的倾斜角互补，试判断直线ST与OR是否平行？

解法一：由题意，知直线RS和直线RT的斜率存在，

且互为相反数，故可设直线RS： )2(2 −=− xky ，直线RT：

)2(2 −−=− xky

由 得

因为点 R 的横坐标 2 一定是该方程的解，故可得 

 
，将 k 替换为 k− 得 .所以 

 
，所以直线

ST与OR平行。

方法二：从图形看，取点 R 关于 X 轴的对称点 Z ，则

，因为 TRZSRZ ∠=∠ ，所以点 Z 为弧ST的中点，所以

，所以直线ST与OP平行。

总之，变式教学的主要作用在于凝聚学生的注意力，培

养学生在一定条件下迁移、发散知识的能力。做到知识结构

清晰、层次分明，使优、中、差的学生各有所得，尝试到成

功的乐趣，激发学生的学习热情，达到举一反三、触类旁通

的效果。
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