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初高中数学衔接之二次函数极值存在的判别方法
钟佳丽

（河北联邦国际学校）

[摘　要]数学有着十分重要的基础作用，二次函数的极值问题是这门学科里面非常重要的部分，同时也是初高中衔接中的

重要内容，在实践中应用非常广泛，因此对它的研究就显得十分必要.本文首先介绍函数极值的定义及存在意义，然后分类讨

论一元二次函数极值情况，并总结了极值的判断方法及典型例题，同时针对函数最值问题，列举了重要的解题方法.
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二次函数极值存在的判断是一个非常困难的问题，许多

学者对此做了很多工作，我们在前人成果的基础上对函数极

值的方法进行总结，我们要不断的进步与发展.让数学学起来

更容易也更具美感.

1 概述

1.1知识储备

极值来自数学应用中的最值问题.定义在一个有界闭区域

上的每一个连续函数都必定达到它的最大值和最小值，问题

在于要确定它在哪些点处达到最大值或最小值；如果不是边

界点就一定是内点，因而是极值点.

1.2极值定义

定义1.1

假设f（x）在x0的某个邻域有意义，如果对x0该邻域全部

点，有f（x）＜f（x0），即f（x0）是f（x）极大值.如果该

邻域全部点，均有f（x）＞f（x0），故f（x0）是f（x）极小

值.极大值和极小值统称为极值.

定义1.2

设函数z=f（x，y）在点（x0，y0）某个邻域内有定义，对

于该邻域内任一异于（x0，y0）点（x，y），

（1）如果f（x，y）＜f（x0，y0），则称函数在点（x0，

y0）处有极大值f（x0，y0）.

（2）如果f（x，y）＞f（x0，y0），则称函数在点（x0，

y0）处有极小值 ),( 00 yxf .

定义1.3

设函数z=f（x，y）在点（x0，y0）某个邻域内有定义，对

于该点邻域内任一异于（x0，y0）点（x，y）

（1）如果f（x，y）≤f（x0，y0），则称z=f（x，y）在

点（x0，y0）处有极大值f（x0，y0）

（2）如果f（x，y）≥f（x0，y0），则称z=f（x，y）在

点（x0，y0）处有极小值f（x0，y0）

定义1.4

若多元u=f（p）=f（x1，x2，…，xn）于点P0邻域内

有定义，并且当0＜|P0－P|＜δ时，f（P0）≥f（P）（或f

（P0）≤f（P）），则说函数f（P）在P0处取极大值（或极小

值），点P0 称为函数u=f（P）的极值点.

1.3研究二次函数极值的意义

函数的极值不仅在实际问题中占有重要的地位，而且

也是函数性态的一个重要特征.函数极值是数学研究的重要

内容，由于其应用的广泛和变化纷繁，因此研究方法较多，

例如不等式法，导数法，从矩阵的角度解决函数极值，利用

Hesse矩阵判断二次函数的极值等等.这些理论的提出并得到

应用，与诸多数学家在这方面的努力是分不开的，他们给出

了许多好的解决函数极值的方法，且将诸理论与实际有机的

结合起来，这不仅为科研打下了良好的基础，也为诸多领域

的实际工作提供了便捷，如在经济，管理，金融，科研等方

面提供了便捷的方法，使得许多问题很便利的得以解决.

综上，我们对二元函数极值的判断方法做一个比较全面

的了解是相当重要的.

2 一元二次函数极值判别方法

一元二次函数，即只有一个未知数且未知数的次数是2的

函数.

求一元二次函数的极值是中考热点，往往出现在压轴题

中，多与面积、利润、成本等相结合.

2.1判别方法

二次函数y=f（x）=ax2+bx+c

1 .若a＞0时，f（x）有最小值  2.若a＜0 

 
时，f（x）有最大值

2.2典型例题

已知一宾馆有50个房间可住宿，若房价为每天l80元，

房间全部住满.若每个房间每天房价每增加10元，有一个房间

空闲.另外宾馆需对每个房间每天支出20元各种其他费用.因

此，每个房间每天的房价不得超过340元.设每个房间房价每

天增加x元（x为10的正整数倍）.

（1）设一天订住房间数为y，直接写出y与x函数关系及

自变量x取值；

（2）设宾馆一天利润是w元，求w与x函数关系式；

（3）一天订住多少个房间时，宾馆利润最大? 最大利润

是多少?

解：
（1）y=50- x（0£x£160，且x是10的整数倍），



·384·

教育天地

（2）W=（50- x）（180+x-20）=- x2+34x+8000，

（3）W=- x2+34x+8000=- （x-170）2+10890，

x=170不在其范围内， =a - ，开口向下，在对称轴的

左边W随x增大而增大，但0£x£160，

∴当x=160时，W最大=10880，当x=160时，y=50- x=34.

答：当一天订34房间时，每天利润最大，最大利润为

10880元.

3 二元二次函数极值的判别方法

二次函数的极值值问题是初、高中教材的一个衔接点，

也是高一学生的难点，特别是对称轴和区间同时是变量时，

对普高的学生来讲是一个不可跨跃的知识难点.对二元函数极

值的判定，不仅可以借助于二阶导数进行判定，还可以借助

于使用范围更广泛的一阶导数进行判定.

3.1取得极值的条件

一般地，设函数f（x）在点x0附近有定义，如果对x0附

近所有点，有f（x）＜f（x0），即f（x0）是f（x）极大值，

记作y极大值=f（x0），x0是极大值点.如果对x0附近所有点，有

f（x）＞f（x0）.即f（x0）是f（x）极小值，记作y极小值=f

（x0），x0是极小值点.

极大值与极小值统称为极值.

3.2结论证明及例题

求f（x）=（2x-5） 3 2x 的极值点与极值.

解：f（x）=（2x-5） 3 2x =2x 5/3- 5x 2/3在（- ∞ ， 

 
+ ∞ ）上连续，且当x≠0时， 得 

x （-∞，0） 0 （0，1） 1 （1，+∞）

x’ + 不存在 - 0 +

y 0 -3

有表可知，点x=0为极大值点，极大值为f（x0）=0；x=1

为极小值点，极小值为f（1）=-3.

3.3判别方法

例：求函数f（x，y）=x2+5y2-6x+10y+6的极值.

解：容易知道f（x，y）的稳定点为P0（3，-1），

( , ) (3, 1)x y∀ ≠ −

2 2( , ) ( 3, 1) (2 6,10 10) ( 3, 1) 2( 3) 10( 1) 0f f x y x y x y x y
x y
∂ ∂

• − + = − + • − + = − + + >
∂ ∂

因此 f 在点P0（3，-1）处取极小值，又因为f出处存在

偏导数，故（3，-1）是f的唯一极值点.

4 极值问题的应用

在数学实践中，函数的极值问题占有非常重要的地位，

而且在实践中应用非常广泛，对它的研究就显得十分必要.比

如，在消费者需求理论，消费者把效用最大当作目标，成本

理论中，企业主生产以成本最小为目标，在厂商理论中，企

业主以利润最大为目标等等.这说明最大与最小的重要性，也

是数学极值问题.要解决这些向题，需要利用函数极值理论.

下面列举几个函数极值在现实生活中应用的实例.

例  公司通过电台、报纸两种方式做销售某种商品广

告.据统计，销售收入R（万元）与电台广告费用x1（万元）

及报纸广告费x1（万元）之间关系有如下公式：

R=15+14x1+26x2-8x1x2-2x1
2-5x2

2广告费用无限的情况下，

求此时的最优广告策略，以及所获利润最大.

解：根据利润等于收入与费用之差，可列函数为：

f=（15+14x 1+ 26x 2- 8 x 1x 2- 2 x 1
2- 5 x 2

2）-（x 1+x 2）

=15+13x1+25x2-8x1x2-2x1
2-5x2

2

易验证Hesse矩阵 A 为负定矩阵， f 在驻点 处达

到极大值，同时也是最大值，即最优：电台广告费用、报 

 
纸广告费用分别为 万元和 6

1
万元，此时可获得最大利润.

上例中我们是通过求解约束条件的方程，得到自由变

量，代入求极值的函数，将条件极值化为普通极值.但有时直

接解约束条件的方程是困难的，但通过微分约束条件，解出

某些变量的微分用另一些变量的微分来表示，再代入求极值

函数的微分中，从而求得其在约束条件下的判别点.

综上所述，函数的极值在经济生产、现实生活中有广泛

应用，还在物理学、化学、生物工程等学科有重要作用.故函

数极值研究具有非常重要的现实意义.
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