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由交换环的2阶元诱导的群的同构类
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[摘　要]通过中国剩余定理（=CRT）考虑了剩余类环 m 所诱导的剩余类乘法群 ( )m ∗
  的2阶元个数问题，并给出了相应

的计数定理.具体地说， ( )m ∗
  的2阶元个数可以通过m 的素因子分解 1

1
r

rm p pα α=  决定：当 1 3p ≥ 时，或者当 1 12, 2p α= = 时，2阶

元个数是 2 1r − ；当 1 12, 1p α= = 时，2阶元个数是 12 1r− − ；当 1 12, 3p α= ≥ 时，2阶元个数大于 2 1r − .该计数定理可以用于判定剩余类乘

法群所在的Abel群同构类.
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记号约定以及预备知识

本文通过计算由含幺交换环所决定的商群的2阶元个数来

完成一些群的分类问题.简便起见，对本文中所使用的记号我

们进行如下约定：

•对乘法群 ( , )G G= ⋅ ，其上的单位元记作1G；

•对环 ( , , )R R= + ⋅ ，其上的零元（即加法单位元）记作 0R ，

特别地若 R 是含幺环，即 R 有幺元（即乘法单位元），记此

幺元为1R .如无特殊说明，本文所说的环均是含幺环；
•对任意集合 S ， 表示 S 的元素个数；

•令


表示整数环 ( , , )= + ⋅  ， m 是其剩余类环，则对

任意 n m∈ ， n 是 m 的乘法可逆元，即存在 n m′∈ 使得
1 mnn n n′ ′= =
 

，当且仅当 m ， n 互素，即 gcd( , ) 1m n = （见本文的
命题1）；

•由上，全部 m 的乘法可逆元组成了 m 的子集，记

作 ( )m ∗
  ，它是群，群运算取剩余类乘法.
群分类问题一直是代数学的基本问题.至1955年起，群分

类问题就成为群论的重要问题之一.最先发起的分类问题是有

限单群分类，而Abel群的完全分类则通过其结构定理给出，

具体地说，任意Abel群在同构意义下形如 p p× × ×     

，其中， r∈， ip 是素数， iα
+∈ .这一经典结果在诸多群论文

献中都有提及，例如[1].

本文将通过中国剩余定理（=CRT）来计算群 ( )m ∗
  的2

阶元以获得相应的计数定理（见本文的定理2），并将此定

理做到交换环上（见本文的定理3）.本文的最后会利用此

计数定理以及Abel群的结构定理来实现对给定的 ( )m ∗
  的

同构类.为此先回忆一下CRT（=CRT）及其交换环上的一般

形式.该定理是关于一次同余式方程组 1( (mod ))j j j rx a m ≤ ≤≡ 的解

的存在性定理：如果 1, , rm m 两两互素，则 1( (mod ))j j j rx a m ≤ ≤≡

对 有唯一解.由于 (mod )j jx a m≡ 可以看作是 jm  上的 
 
对 x 的一次方程

jm

jx a===
 

，该方程可以被理解为 ja 是 x 在自

然满同态 :j jmπ →   下的像，故此方程可以通过群同态

写为 ( )j jx aπ = .因此上述一次同余式方程组变成关于 x 的同

态方程组 1( )( )j j j rx aπ ≤ ≤= . jm 是 ( , , )= + ⋅  的理想，所以 1( )j j rπ ≤ ≤  
 
给 出 了 环 的 同 态 1 1

( ) : r
j j r jj mπ π ≤ ≤ =

= →⊕   ， 其 满 足

1(( ) )r
j jx aπ == . 在此意义下， C R T 可表述为，如果 1, , rm m

两两互素，则 π 是满同态， 1ker r
j jmπ ==   ，且有环同构

1

r
jjm m

=
≅⊕   ，其中 1 rm m m=  .CRT可以被推广到一般的交

换环上：

定理1[2，3，4，etc].（中国剩余定理）令环 ( , , )R R= + ⋅ 是交

换环， 1 ,, rI I 是 R 的理想，且两两互素，即 ,ji RI I i j=+ ∀ ≠

， 则 自 然 满 同 态 组 1( : )j j j rR R Iπ ≤ ≤→ 诱 导 了 商 环 的 满 同

态 1 1
:[ ] r

j j r jjR R Iπ π ≤ ≤ =
= →⊕ 使 得 1ker r

j jIπ ==  ， 且 有 环 同 构
1 1

rr
j j jjR I R I= =

≅⊕ .

Abel群 ( )m ∗
  的2阶元的个数

定义1.（Euler函数）本文中，我们始终定义函数

:ϕ + +→  表示将 n +∈ 映射为小于 n 且与 n 互素的正整数个
数，如果 2n ≥ ；而对 1n = ，我们定义 (1) 1ϕ = .

注 记 . 若 m 有 素 因 子 分 解 1 2
21

r
rm p p pα α α=  ， 则

1
1

( ) (1 )r
jj

m m pϕ −
=

= −∏ .因此，若 1 2α α α= = ，则该式可以变

化为 ( ) ( )∏ ；特别地，若 m 是素数 p ，则 ( ) 1m mϕ = −

（这由 :ϕ + +→  的定义直接得出）.

命题1[4，5，etc].剩余类乘法群 ( )m ∗
  的阶，即 ，等

于 ( )mϕ .

证.为了文章的完整性，我们在这里将此命题予以证

明.注意到 ( )x m ∗∈   当且仅当 1(mod )xy m= 对y有解，所以命题
等价于证明 gcd( , ) 1x m = 当且仅当 1(mod )xy m= 对 y 有解.关于充

分性， y 满足 1(mod )xy m= 可知存在 t∈使得 1xy mt− = ，所以
1xy mt+ = ，再用Bezout定理就知道 gcd( , ) 1, gcd( , ) 1x m y t= = .反之，

即必要性，若 gcd( , ) 1x m = ，则存在 ,y t∈使得 1xy mt+ = ，所以
1 1(mod )xy mt m= − ≡ .

引理1.令 x ( )m ∗∈   是 ( )m ∗
  中的2阶元，则对任意 m 的

每个奇数素因子 |p m 以及其此素因子对应的正整数 k 使得
|kp m 且 +1kp mŒ ，始终有 对任

意1 j k≤ ≤ 成立.

证.因为 x 是 ( )m ∗
  中的2阶元，所以

2
( )

1
m

x ∗=
  ，即

2 1(mod )x m≡ （这里总假定 0 1x m≤ ≤ − ）.令 p 是 m 的奇数素

因子， k 是正整数使得 kp m∣ 且 1kp m+ Œ ，这意味着 km mp= ′

，其中 gcd( , ) 1p m′ = .则按 2 1(mod )x m≡ ，可知对某个 t∈ 有
2 1 kx mt p m t′− = = ⇒ ( ) 1kx x m t p′⋅ + − ⋅ = ， 即 得 2 1(mod ), 1jx p j k∀≡ ≤ ≤

.再者将 2 1(mod )jx p≡ 改写为 2 1 ( 1)( ) 0(mod )1 jx xx p− = + − ≡ ，则有
1)|(jp x + 或 1)|(jp x − ，且由于 3p ≥ ，所以二者只能满足其一，这

是因为，若 1)|(jp x + 则 ( 1) jx p t+ = ⇒ 1 2 2(mod )j jx p t p− = − ≡ − ，得

( 1)jp x −Œ ；反之若 1)|(jp x − 则 ( 1)jp x +Œ .从而 2 1(mod )jx p≡ 的解

必满足 1(mod )jx p≡ − 以及 1(mod )jx p≡ .另一方面，根据 2( 1)jp ± =
2 2 1j jp p± + 1(mod )jp≡ 可知 2 1(mod )jx p≡ 在模

jp 的完全剩余系中仅

有解1和 1jp − .


引理2.沿用引理1中的记号，若m 的偶数素因子 2 | m满足

2 |k m且 12k m+ Œ ，则 1(mod 2 )jx ≡ ± (1 )j k≤ ≤ 在 2 j 的剩余系下的解集是
{1,2 1}j − 当且仅当 {1,2}j∈ .

证 . 2 1(mod 2 )jx ≡ 可改写 2 1 ( 1)( 1)x x x− = + − 0(mod 2 )j≡ ，而得

( 1)( 1)2 |j x x+ − ，于是∣ 且 2 1x −∣ （因为 2 1x +∣ 得到 1x + 是偶

数，可知 1x − 也是，反之亦然）.对 的情形 1(mod 2)x ≡ ± 等

价于 1(mod 2)x ≡ ，它的解在完全剩余系{0,1}中有且仅有1个，是

1x = ；对 2j = 的情形， 21(mo 4d 2 )x ≡ ± = 在完全剩余系{0,1,2,3}下只

有1,3.（注意 1k = 的情形下必有 1j = ，此时是 1 1x ≡ ± ≡
1(mod 2 ).）

若 3j ≥ ，写 11 2 jx −= + ，总有：
2 21(1 2 )jx −= + 21 (1 ) 1 (mod 2 )2 2j jj−= + + ≡ .

此时 2 1(mod 2 )jx ≡ 有除 1(mod 2 )jx ≡ ± 以外的解.


命 题 2 . 设 m 的 素 因 子 分 解 是 1 2
21

r
rm p p pα α α=  ， 其 中

1 23 rpp p≤ < < < ，则：
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证.简便起见，用 1 2 ,( , , )rk k kΩ  表示一次同余式方程组

1( (mod ))j
jj j rx k pα

≤ ≤≡ ， , 1j j rk ∈ ∀ ≤ ≤ .

对任意 1 j r≤ ≤ ，根据引理1，我们有
j

jp mα
∣ ，

1j
jp mα + Œ ，

且
2 1(mod )j

jx pα≡ 在模
j

jpα
的完全剩余系下有两个解 1(mod )j

jx pα≡

和 1(mod )j
jx pα≡ − .换言之，用所给记号， ( )m ∗

  的2阶元 x 总

满足 1 2 ,( , , )rk k kΩ  ，这里对任意的1 j r≤ ≤ ，总是有 { 1,1}jk ∈ − .根

据CRT， x 在模 1 2
21

r
rm p p pα α α=  的完全剩余系下有关于方程组

1 2 ,( , , )rk k kΩ  的唯一解.注意每个 1 2 ,( , , )rk k k 都对应了一组一次同

余式方程组 1 2 ,( , , )rk k kΩ  ，所以：

对 任 意
} 1

21 (C ) 2r rj r≤ ≤ == .

特别地， ,(1,1 ,1)Ω  对应平凡解 ( )
1

m
x ∗=

  其不是 ( )m ∗
  的2阶

元，所以 ( )m ∗
  的2阶元个数是 2 1r − .



注记.注意在命题2中，若 m 素因子分解 1 2
21

r
rm p p pα α α= 

（ 1 2 rpp p< < < ）满足 1 2p = ，则根据引理2，有

且 ( )
1 }

m
x ∗≠

 

1
1

1 2
2 1,
2 .1,

1;r

r

α
α

− −
=

=−
=




特别地，若 1 3α ≥ ，则是：

由此，我们得到了本文的主要结论：

定理2 .（主定理1）令正整数 m 的素因子分解为
1 2

21
r

rm p p pα α α=  ，其中 1 2 rpp p< < < ，则：

（1）（见命题1） ( )m ∗
  的2阶元个数是 2 1r − 当且仅当下

述情形之一满足：（i） 1 3p ≥ ；（ii） 1 2p = 且 1 2α = .

（2）（见命题1的注记） ( )m ∗
  的2阶元个数是 12 1r− − 当且

仅当 1 2p = 且 1 1α = .

（3）（见命题1的注记） ( )m ∗
  的2阶元个数 2r≥ 当且仅

当 1 2p = 且 1 3α ≥ .
由商环诱导的乘法群的2阶元的个数

下面考虑更一般的情形，为此令 R 是交换环，并对 R 的

理想 I 用记号 x 表示 x 在环的自然满同态 R R I→ 下的像.再对

R 的两个元素 ,x a ，用记号 (mod )x a I≡ 表示 x a I− ∈ .这一记号起

源自


上的同余式.如 I m= 的情形， ,x a∈满足 x a m− ∈ 意

味着 x a mt− = ，其中 t∈，从而 (mod )x mt a a t= + ≡ ；反之若有
(mod )x a t≡ ，就是 (mod )x a t− ≡ ，即 x a m− ∈  .

引理3.令 R 是交换环（乘法单位元记作1R ）， 1 2, , , rII I

是 R 的素理想，且两两互素，记 1
r
j jI I==  . *( )R I 表示 R I 的全

部非零因子做成的乘法群.则 x 是 *( )R I 中的2阶元，即 x 满足
2 1 (mod )Rx I≡ ，当且仅当对任意的 (1 )j rI j≤ ≤ ，或者 1 (mod )R jx I≡ ，

或者 1 (mod )R jx I≡ − .

证 . 首先， 2 1 (mod )Rx I≡ 即
2

11 r
R I j jIx I=∈ =−  ，这当且仅

当
2 1 ( 1 )( 1 )R R R jx x Ix − = ∈− + ， 1 j r∀ ≤ ≤ .因为 jI 是素理想，所以

1R jx I− ∈ 和 1R jx I+ ∈ 至少有其一.等价地，即 1 (mod )R jx I≡ 和
1 (mod )R jx I≡ − 至少有其一.反之，若 ( )x R I ∗∈ 满足 1 (mod )R jx I≡

或 1 (mod )R jx I≡ − ， 1 j r∀ ≤ ≤ ，则上面过程可逆.


显然，引理1和引理2可以作为上述引理在 R = 情形下的

特例.但是由于整数环


自身的特殊性， 1 2 ,, , rI I I 是素理想这
一条件可以放宽为中的素元的幂（即素数的幂）生成的

的主理想.下面定理是定理1在交换环上的版本.

定理3.（主定理2）令 R 是交换环（乘法单位元记作1R

）， 1 2, , , rII I 是 R 的素理想，且两两互素，记 1
r
j jI I==  . *( )R I 表

示 R I 的全部非零因子做成的乘法群，称之为非零因子群.则
*( )R I 的2阶元的个数不超过 2 1r − .特别地，若 2 1R⋅ 不属于任何一

个 jI ，此个数等于 2 1r − .

证.从引理3的还证明可知 ( )x R I ∗∈ 满足方程 2 1 (mod )Rx I≡

当且仅当满足方程组
2

1( 1 (mod )) jj rRx I ≤ ≤≡ ，该方程组的每个方

程
2 1 (mod )R jx I≡ 等 价 于 1 (mod )R jx I≡ 或 1 (mod )R jx I≡ − ， 那 么 上

述方程组实对应了一个方程组族 1 { 1 ,1 },{( (mod )) }
j R R jkjjj rx k I ≤ ≤ ∈ − ∀≡

.用环同态的语言来说，对每组 1 2, , , rk k k ，每个方程组都可

以写为 1( ( ) ) ,j j j rx kπ ≤ ≤= 其中 :j jIR Rπ → 是自然满同态.因此，

如果写 1 1
:[ ] r

j j jjR R Iππ π ≤ ≤ =
= →⊕ ，每个方程组可进一步改写为

1 1( )( ) [ ] [ ]j j r j j rx x kπ π ≤ ≤ ≤ ≤== .根据CRT知 π 满，其诱导了 1

r
jjR I R I

=
≅⊕

，所以唯一存在 x R I∈ 使得 1( ) [ ]j j rkxπ ≤ ≤= .注意对 1 2, , , rk k k 的
不同选择可能得到不同的方程组，不同的方程组可以诱

导出不同的 x （事实上， x 对某个 jI 同时满足 1R jx I− ∈ 和
1R jx I+ ∈ 导致 1( ) ( ) 121R R Rx x− =+ ⋅− jI∈ ，此时 1R jx I− ∈ ，从

而 1 2 1 1R R R jx x I− + ⋅ = + ∈ ，导致 ( ) 1j Rxπ = 和 ( ) 1j Rxπ = − 是同一方

程），由此得满足 2 1 (mod )Rx I≡ 的 x 的个数等于方程组族中
方程组的个数（相同方程组只计算1次），该个数 ≤ 2r .除去

1 2 1r Rk k k= = = = 所对应的 1Rx = 平凡情形，其余的 x 都是2阶

元.综上， ( )R I ∗ 的2阶元个数 ≤ 2 1r − .特别地，若 2 1R jI⋅ ∉ ，则
1R jx I− ∈ 和 1R jx I+ ∈ 只能满足其一.这时 ( ) 1j Rxπ = 和 ( ) 1j Rxπ = − 总是

不同的.此时若对每个理想 jI 都有 2 1R jI⋅ ∉ ，那么2阶元个数等
于 2 1r − .

下面的两个例子提供了定理2（即主定理1）在Abel群分

类问题上的一个应用.

例 . 用 定 理 2 说 明 ( 100 ) ( 110 )∗ ∗≅    . 首 先

，所以 ( 100 )∗  和 ( 110 )∗ 

都是40阶Abel群.注意 340 2 5= ⋅ 给出了40阶Abel群在同构意义

下的完全分类是 1 8 5A = ⊕   ， 2 4 2 5A = ⊕ ⊕     ，以及
3

3 ( 2 ) 5A ⊕= ⊕    .易见 1A ， 2A ， 3A 的2阶元的个数分别是1，
3，7（注意5阶循环群内没有2阶元）.而，利用命题1的注

记， 2 2100 2 5= ⋅ 得到 ( 100 )∗  的2阶元个数是 22 1 3− = ，所以必有

2( 100 ) A∗ ≅  .同理110 2 5 11= ⋅ ⋅ 可知，仍利用命题1的注记，

( 110 )∗  的2阶元的个数是 3 12 1 3− − = ，从而也有 2( 110 ) A∗ ≅  .故根

据Abel群的结构定理得 ( 100 ) ( 110 )∗ ∗≅    .

例.利用定理2说明 2( 100 ) ( 110 ) A∗ ∗≅ ≅    ( 132 )∗≅/   .由

得到 ( 132 )∗  也是4 0阶A b e l群 .但
2132 12 11 2 3 11= ⋅ = ⋅ ⋅ ，根据命题1的注记，也即定理2的（1），得

( 132 )∗  有 32 1 7− = 个2阶元，所以 3 2( 132 ) AA∗ ≅ ≅/  .
下面，我们再于一元多项式环上给出一个例子，其作为

定理3（即主定理2）的一个应用.

例 . 取 [ ]x 和 它 的 两 个 理 想 1x〈 − 〉 和 2x〈 − 〉 ， 易 见 

 

1 2x x〈 − 〉 〈 − 〉 = ( 1)( 2)x x〈 − − 〉 . 则商环
[ ]

( 1)( 2)
x

x x− −


诱导的乘法群 
 

[ ]
( 1)( 2)( )x
x xG ∗
− −= 

有 22 1 3− = 个2阶元.这是因为 1x〈 − 〉 和 2x〈 − 〉  
 

都 是 素 理 想 ， 且 2 1 1x x∉〈 − 〉 〈 − 〉 . 事 实 上 ，
[ ]

( 1)( 2)
x

x x− −


中 的
元 素 形 如 , ,ax b a b+ ∈ ， 因 此 若 其 是 G 的 2 阶 元 ， 当 且

仅 当 2( )ax b+ 形 如 ( ) ( 1)( 2) 1P x x x⋅ − − + ， ( ) [ ]P x x∈ . 若 0a ≠  
 

，则 2( ) =ax b+
2

2
12 2( 2 ) 1b b

a a
a x x −+ ⋅ + + .得 2, 3;a b= − = 或 2, 3a b= = −

.得G 的两个 2 阶元 2 3x− + 和 2 3x − .若 0a = ，则有两解 1− 和1
，后者是G 的单位元.
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