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理论研究

众所周知，分析学中经常会碰到多重运标问题，诸如极限、

积分和求导等，有时交换两种运算会使问题变得简单，那么在什

么情况下可以交换运算顺序。Lebesgue控制收敛定理给出满意答

案。下面定理叙述参见文献[1]、[3]
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一般说来，控制函数是此类问题能否交换运算顺序的关键。求控制函数，可采用观察法，

如例一；同时对于指数型负增长型可先换元化成看起来比较简单的形式。同时不等式的运用

也比较重要。诸如 
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后面极限与积分若可交换顺序，将会使问题简单。 
分析中要证明其一致收敛性较为复杂， 

即可。控制函数可选择时，故当

时，但当
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后面极限与积分若可交换顺序，将会使问题简单。

分析中要证明其一致收敛性较为复杂，

Lebesgue 控制收敛定理的一些应用 

董于嘉 
(重庆三峡学院 数学与信息科学学院  重庆 万州 404100；) 

摘要：本文主要讨论实分析中 Lebesgue 控制收敛定理在极限和积分混合运算中的一些应用。 
关键词：极限；求导；函数 
 

众所周知，分析学中经常会碰到多重运标问题，诸如极限、积分和求导等，有时交换两

种运算会使问题变得简单，那么在什么情况下可以交换运算顺序。Lebesgue 控制收敛定理

给出满意答案。下面定理叙述参见文献[1]、[3] 

    

{ }的控制函数。称为则

，，使得上存在可积函数若在

且若

)(F(x),)()(lim

...)2,1(F(x))(F(x),

.),()(lim...)2,1)(()(

EE
xfdxxfdxxf

kExxfE

ExxfxfkELxf

kkkk

k

kkk

∫∫ =

=∈≤

∈==∈

∞→

∞→

 

一般说来，控制函数是此类问题能否交换运算顺序的关键。求控制函数，可采用观察法，

如例一；同时对于指数型负增长型可先换元化成看起来比较简单的形式。同时不等式的运用

也比较重要。诸如 

.1)1( rxx r +≥+  

.111 x
n
xex

n
x +≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≥−≥ 时，当  

    ).1()1(,1
2

n
xe

n
xnxn xn −≥+≤> 时且当  

    .)1ln(
1

1 等时，当 xx
x

xx ≤+≤
+

−≥  

例一： .
1

lim
1

0

1

dx
x

nxn

n ∫ +

−

∞→
求  

dx
x

x
x
dxx

x
x n

n

nn

n ∫∫ +
+=

+
+

+ ∞→∞→

1

0 2

1

0 2
1
0 )1(

lim
2
1]

)1(1
[lim原式可化为  

后面极限与积分若可交换顺序，将会使问题简单。 
分析中要证明其一致收敛性较为复杂， 

即可。控制函数可选择时，故当

时，但当

,0)(F,0
)1(

lim10

;1
)1(

010

2

2

==
+

<≤

≤
+

≤≤≤

∞→
x

x
xx

x
xx

n

n

n

 

.
2
1

=因此，原式  

Lebesgue 控制收敛定理的一些应用 

董于嘉 
(重庆三峡学院 数学与信息科学学院  重庆 万州 404100；) 

摘要：本文主要讨论实分析中 Lebesgue 控制收敛定理在极限和积分混合运算中的一些应用。 
关键词：极限；求导；函数 
 

众所周知，分析学中经常会碰到多重运标问题，诸如极限、积分和求导等，有时交换两

种运算会使问题变得简单，那么在什么情况下可以交换运算顺序。Lebesgue 控制收敛定理

给出满意答案。下面定理叙述参见文献[1]、[3] 

    

{ }的控制函数。称为则

，，使得上存在可积函数若在

且若

)(F(x),)()(lim

...)2,1(F(x))(F(x),

.),()(lim...)2,1)(()(

EE
xfdxxfdxxf

kExxfE

ExxfxfkELxf

kkkk

k

kkk

∫∫ =

=∈≤

∈==∈

∞→

∞→

 

一般说来，控制函数是此类问题能否交换运算顺序的关键。求控制函数，可采用观察法，

如例一；同时对于指数型负增长型可先换元化成看起来比较简单的形式。同时不等式的运用

也比较重要。诸如 

.1)1( rxx r +≥+  

.111 x
n
xex

n
x +≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≥−≥ 时，当  

    ).1()1(,1
2

n
xe

n
xnxn xn −≥+≤> 时且当  

    .)1ln(
1

1 等时，当 xx
x

xx ≤+≤
+

−≥  

例一： .
1

lim
1

0

1

dx
x

nxn

n ∫ +

−

∞→
求  

dx
x

x
x
dxx

x
x n

n

nn

n ∫∫ +
+=

+
+

+ ∞→∞→

1

0 2

1

0 2
1
0 )1(

lim
2
1]

)1(1
[lim原式可化为  

后面极限与积分若可交换顺序，将会使问题简单。 
分析中要证明其一致收敛性较为复杂， 

即可。控制函数可选择时，故当

时，但当

,0)(F,0
)1(

lim10

;1
)1(

010

2

2

==
+

<≤

≤
+

≤≤≤

∞→
x

x
xx

x
xx

n

n

n

 

.
2
1

=因此，原式  

例二：例二： .
1

lim
22

0 2

2

dxe
x
xn xn

n

−∞+

∞→ ∫ +
求  

该式中出现 为指数负增长型，下面求其控制函数 

.
)(1

,
0 2

2

du
n

u
uenxu

u

∫
∞+ −

+
= 原式变为令  

( ) ( ) .
1

0,
1

lim
2

2
2

2

22
u

u
u

u

n
ue

n
u

ueuue
n

u
ue −

−
−

−

∞→
≤

+
≥=

+
时，当而  

故可选择控制函数 .于是 

.
2
1

)(1
lim

)(1
lim

00 20 2

2
22

==
+

=
+ ∫∫∫

∞+ −∞+ −

∞→

∞+ −

∞→
duuedu

n
u

uedu
n

u
ue u

u

n

u

n
 

总之，Lebesgue 控制收敛定理对分析中交换多重运算的顺序提供了保证，它在其他学

科中的应用也非常广泛。 
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[摘　要]本文主要讨论实分析中Lebesgue控制收敛定理在极限和积分混合运算中的一些应用。
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