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引言

不论在社会和自然科学研究领域，还是社会和科学研究

领域，都普遍存在着大量的问题，需要我们进行解决.因此，

解决这类问题的途径和方法很多，通常在这种情况下，先通过

合理的假设，抓住了问题的主要矛盾，将实际的问题进行数学

化，从而尽可能地利用传统的数学手段进行解决.因此，数学

问题自身也不是无一例外，变量代换法就是解决数学问题经

常采用的有效方法之一.其基本思想是通过变量代换，化繁为

简，化难为易，实现从未知向已知转化，从而达到解决问题的

目的.所谓变量代换法就是指引入一个或几个新的变量来代替

原式中的某些变量，从而使得原式中只包含有这些新的变量，

然后对这些新的变量进行求出结果，通过反复的回代来求出原

始变量的结果.

变量代换法不管是在初等数学研究领域或者是高等数学研

究领域都已经有着广泛的研究和应用，文献[1]主要给出了这种

代替法的思想在初等数学研究领域的一些部分实际应用，文献
[2，3]主要给出了这种代替法的思想在高等数学研究领域的一些

部分实际应用.这种代替法的思想在常微分方程中也已经有着

很好的充分体现，文献[4]主要讲述了如何正确运用它。我们想

要求解齐次及准齐次线性方程，同时又给出非齐次线性方程解

法.[4]讲述了如何运用这种思想求解齐次及准齐次方程，同时给

出了非齐次线性方程的解法.文献[9]提出了一些运用代换思维来

求解高阶微分方程的方法.本文将通过大量的例子说明该方法

在常微分方程中的具体应用.通过该方法的学习与运用，不仅

学到了必要的知识，更加深了学习者对数学思想的理解，从而

培养发现问题，解决问题的能力，最终达到创新的目的.[9]给出

了运用代换思想求解一些高阶微分方程的解法.本文将通过大

量的例子说明该方法在常微分方程中的具体应用.通过该方法

的学习与运用，不仅学到了必要的知识，更加深了学习者对数

学思想的理解，从而培养发现问题，解决问题的能力，最终达

到创新的目的.

1 变量代换法于一阶微分方程中的应用

1.1 变量代换法在齐次及准齐次微分方程中的应用

1.1.1 对于一个齐次微分方程
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的连续函数.用变量代换
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，使方程转化为一个变量分离方程 
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，即可求方程的解.

例1．1求解方程
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入，则原方程形式可以变为：
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将上式分离变量，则有：
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即                   sin cu e x= ± 
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代回原变量，得：      sin y cx
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显然 0y = 也是方程的解.

所以，方程的通解为 sin y cx
x
= （ c为任意常数）.

1.1.2 对于准齐次微分方程
1 1 1

2 2 2

a x b y cdy
dx a x b y c

+ +
=

+ + ，这里 1 1 1 2 2 2, , , , ,a b c a b c

均为常数.

1〈 〉当
1 1 1

2 2 2

a b c k
a b c

= = = （常数）时，方程直接化为
dy k
dx

= ，有通解

y kx c= + （ c为常数）；

2〈 〉当
1 1 1

2 2 2

a b ck
a b c

= = ≠ 时，作变量变换 2 2u a x b y= + ，将方程化为变量 
 

分离方程
1

2 2
2

ku cdu a b
dx u c

+
= +

+ （k为常数），即可求解.

3〈 〉 当
1 1

2 2

a b
a b

≠ 时 ， 作 变 量 代 换

3

3  1 1

2 2

a b
a b

 {X x
Y y




 
   ,  1 1 1 0a x b y c  

2 2 2 0a x b y c   xoy

1 1

2 2

a X bYdY Yg
dX a X b Y X

       

2 3 4
4 6 8

dy x y
dx x y

 


 

1
2

dy
dx



1
2

y x c  c

5
2

dy x y
dx x y

 


 

u x y  x u y 

7
2

du
dx u






2 4 14u u x c   c

u x y 

2( ) 4( ) 14x y x y x c    

2 2 2 10 4x y xy x y c     c

2 1
2 1

dy x y
dx x y

 


 

2 1 0
2 1 0{ x y

x y
  
  

1 1,
3 3

yx   

， 其 中

3

3  1 1

2 2

a b
a b

 {X x
Y y




 
   ,  1 1 1 0a x b y c  

2 2 2 0a x b y c   xoy

1 1

2 2

a X bYdY Yg
dX a X b Y X

       

2 3 4
4 6 8

dy x y
dx x y

 


 

1
2

dy
dx



1
2

y x c  c

5
2

dy x y
dx x y

 


 

u x y  x u y 

7
2

du
dx u






2 4 14u u x c   c

u x y 

2( ) 4( ) 14x y x y x c    

2 2 2 10 4x y xy x y c     c

2 1
2 1

dy x y
dx x y

 


 

2 1 0
2 1 0{ x y

x y
  
  

1 1,
3 3

yx   

为 直 线 1 1 1 0a x b y c+ + = 和 2 2 2 0a x b y c+ + = 在 xoy 平

面 的 交 点 ， 将 原 方 程 转 化 成 为 齐 次 微 分 方 程 

 
1 1

2 2

a X bYdY Yg
dX a X b Y X

+  = =  +  ，即可求解.
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例1.3 作适当的变量代换求解准齐次微分方程 
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将u x y= − 代入原方程，可得原方程通解为：
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化简，得：
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例1.4 作适当的变量变换求解准齐次微分方程
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1.2 变量代换法在非齐次微分方程中的应用

1.2.1 非齐次微分方程 ( ) ( )dy P x y Q x
dx

= + ，若 ( ) 0Q x = ，则该方 

 
程变为一阶齐次线性微分方程 ( )dy P x y

dx
= ，通解为 ( )P x dxy ce∫= ； 

 
若 ( ) 0Q x ≠ ，对原方程作变量代换 ( )( ) P x dxy c x e∫= ，则可以求得待定 

 
函数为

( )
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1.2.2 对于Bernoulli方程，这里 ( )P x 及 ( )Q x 为连

续变量函数（ 0,1n ≠ 为常数），当 0y ≠ 时用 ny− 乘以原 

 
来 的 方 程 ， 两 边 即 可 得 到

1 ( ) ( )n ndyy y P x Q x
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− −= + ， 作 变
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例1.6求解方程
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解：当 3n = 时，方程为伯努力微分方程，令 2z y−= ，可
得：
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1.2.2中的方法求解；当R（x）≠0时，设 ( )y x 为Riccati方程

的一个特解，作变量代换 ( ),z y y x= − 使Riccati方程转化成一

个关于 z 的Bernoulli方程，即可求方程的解.

例1.7 求解一阶微分方程
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由此得 22 2 0, 1, 0.ab b a b b− = = − + = 最后这个方程组可能有

两组解：

1 1a b= =， 或 1, 0a b= =

设 1, 0a b= = ，则 1( )y x = x 是特解.作变量代换 z y x= − ，
可得线性方程

2 2(1 ) (2 1)( ) ( )dzx x x z x z x
dx

+ − + + + + = −

即

2

dz dx
z z x

=
− +

对它求积分，可得

1

(1 )
cz e

z x
= ±

−

代回原来变量，得：

1

(1 )
cy x e

y x x
−

= ±
− +

即

xy x
x C

= +
+
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其中 1

1
cC

e
= ± ， 1c 为任意实数.

1.3 其他形式的一阶微分方程

对于其他形式的某些一阶微分方程，可以依照方程本身的

性质和特征，适当地选取灵活的替代方法，将其转换成可分离 

 
的 变 量 方 程 ， 如 方 程 ( )dy f ax by c

dx
= + + （ , ,a b c 均 为 常

数）.作变量代换 u ax by c= + + ，将方程转化成为变量分 

 

离方程
( )du a bf u

dx
= +

，即可求方程的解.

例1.8 求解一阶微分方程
2( 2 3)dy y x

dx
= + −

解：令 2 3u y x= + − ，则原方程可变形为变量分离方程

2 2du u
dx

= +

对上式两边积分，得

11 tan
2 2

u x c− = +

代回原变量，得

11 ( 2 3)tan
2 2

y x x c− + −
= +

即

2 3y x+ − = 2 tan( 2( ))x c+
对 于 方 程 ( , ) ( , ) ( , )( ) 0M x y dx N x y dy R x y xdy ydx+ + − = ，

其中 ,M N 是 m 次齐次函数，R是 n 次齐次函数，首先用代换

( )y ux u= 化为伯努力方程，然后运用已经熟知的方法化成线性

方程.

例1.9 求解一阶微分方程 2 ( ) 0ydx xdy y xdy ydx+ + − =

解：这是一个明金-达布方程，因为函数 ( , )M x y y= 和

( , )N x y x= 都是齐次的，次数为1，函数 2( , )R x y y= 是齐次的，

次数为2.因此作变量代换 ( )y ux u= ，则有
2 2( ) [ ( ) ] 0uxdx x udx xdu u x x udx xdu uxdx+ + + + − =

即
2 22 (1 ) 0, 0.udx x x u du x+ + = =

将所得方程的两边除以 du，则方程即为伯努力方程

2 32 dxu x u x
du

+ = −

设 2x z− = ，得出线性微分方程
2uz z u′ − =

容易检验出它的通解可表示为 2z u Cu= + .依次代回原来的

变量，最后得
2 1 0y Cxy+ − =

当C = ∞时，当然，这里也包含解 0, 0x y= = .

2 变量代换法在高阶微分方程中的应用

在我们求解某些类型的高阶微分方程时，可以通过变量代

换法将原高阶方程转化为较低阶的微分方程，进而可快速实现

它的求解.

2.1 形如F ( 1) ( )( , ) 0n ny y− = 的高阶微分方程

若能从中解出 ( ) ( 1)( ).n ny f y −= 令 ( 1)ny z− = ，则可得 ( )z f z′ =
.分离变量，若解出

8

2x z 

2uz z u  

2z u Cu 

2 1 0y Cxy  

C   0, 0x y 

( 1) ( )( , ) 0n ny y 

( ) ( 1)( ).n ny f y  ( 1)ny z  ( )z f z 

1( , ),z x c ( 1)
1( , ),ny x c  1n 

 ny t  ny  1ny  t

 1ny  ( )g t

( ) ( )ny t

( 1)

( )

( ) ,
( )

n

n

dy t dtdx
y t




 
 

2 2 1 0y y   

( )y z x  2 2 1 0z z   

21
dz dx

z


 

1sin( )z x C  

1sin( )y x C   

，再对方程进行 1n −

次积分可求得方程的通解.如果不能解出 ( )ny ，则可通过变量代

换引进参数 t，将 ( )ny 及 ( )1ny −
都写成关于 t的函数，即

( )1ny − ( )g t=

8

2x z 

2uz z u  

2z u Cu 

2 1 0y Cxy  

C   0, 0x y 

( 1) ( )( , ) 0n ny y 

( ) ( 1)( ).n ny f y  ( 1)ny z  ( )z f z 

1( , ),z x c ( 1)
1( , ),ny x c  1n 

 ny t  ny  1ny  t

 1ny  ( )g t

( ) ( )ny t

( 1)

( )

( ) ,
( )

n

n

dy t dtdx
y t




 
 

2 2 1 0y y   

( )y z x  2 2 1 0z z   

21
dz dx

z


 

1sin( )z x C  

1sin( )y x C   

然后由关系式

8

2x z 

2uz z u  

2z u Cu 

2 1 0y Cxy  

C   0, 0x y 

( 1) ( )( , ) 0n ny y 

( ) ( 1)( ).n ny f y  ( 1)ny z  ( )z f z 

1( , ),z x c ( 1)
1( , ),ny x c  1n 

 ny t  ny  1ny  t

 1ny  ( )g t

( ) ( )ny t

( 1)

( )

( ) ,
( )

n

n

dy t dtdx
y t




 
 

2 2 1 0y y   

( )y z x  2 2 1 0z z   

21
dz dx

z


 

1sin( )z x C  

1sin( )y x C   

，即可求出方程的参数形式通

解.

例2.1 求解高阶微分方程 2 2 1 0y y′′′ ′′+ − =
解：设 ( )y z x′′ = ，则   2 2 1 0z z′ + − =
在所得的方程中分离变量，得

21
dz dx

z
=

± −
对上式求积分，可得

1sin( )z x C= ± +

即

1sin( )y x C′′ = ± +

对最后这个方程两次求积分，可得
2 2

2 3 1( ) sin ( )y C x C x C− + = +

另外，还有一个显式解
2

4 52
xy C x C= ± + +

.

例2.2 求解高阶微分方程 (1 ) 1yy y e ′′′ ′+ =
解：令

,
1

tey t y
t

−

′ ′′= =
+

由关系式 dy y dx′ ′′= ，可得

(1 ) tt dt e dx−+ =
因此

1
tx te C= +

从方程 y t′ = 可求出

2y tdx C= +∫
2(1 ) tt t e dt C= + +∫

2
2( 1) tt t e C= − + +

从而可求出方程的通解为
2

1 2, ( 1)t tx te C y t t e C= + = − + + .

2.2 形如
( ) ( ) ( )1( , , , , ) 0k k nF x y y y+ = 的高阶微分方程

如果高阶微分方程具有形式

( ) ( ) ( )1( , , , , ) 0k k nF x y y y+ =

则可利用变量代换 ( ) ( )k z xy = 降低它的阶数.这时可得方程
为

( )( , , , , ) 0n kF x z z z −′ =

显然，此方程比原方程降低了 k 阶.

例2.3求解高阶微分方程 2 2x y y′′ ′=
解：设 ( )y z x′ = ，可得一阶微分方程

2 2x z z′ =
对此分离变量并求积分，得

12 2

dz dx C
z x

= +∫ ∫
即

11
xz y
C x

′= =
−

再次求积分，最后可得

2
11

xdxy C
C x

= +
−∫
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=  

1 2 1 12
1 1

2

2 1

2 1

1 1 ln 1 , 0,

=0
2

x C x C C C
C C

x C C

C C

− − − + ≠ ≠ ∞



+


= ∞



（）

，（）

，（）

2.3 形如 ( )( , , , , ) 0nF x y y y′ = 的高阶微分方程

作变量代换 ( )y f y′ = （ y 为自变量），则可将方程转化为

关于新的未知函数 ( )f y 的 1n − 阶方程，从而可求原方程的解，

尤其是二阶方程 ( , , ) 0F y y y′ ′′ = ，通过以上变量代换转化为一阶

方程，求解一阶方程即可.

例2.4 求解高阶微分方程 2( ) (1 )y xy y xy x′′ ′ ′+ = −
解：设 ( )y yz x′ = ，可得

2( ) ( ) 0xz xz′ + =
从而

2

( ) 1
( )

xz
xz

′
= −

对此求积分，可得

1
1 x C
xz

= +

由此得到

1

1
( )

z
x x C

=
+

即

1

1
( )

y
y x x C
′
=

+

对其求积分，最后可得

1

1

2
1

Cxy C
x C

=
+ .

3 结束语

由于数学知识在不断更新，科学领域在不断进步，常微

分方程这一学科也在不断完善，因此对我们这些学者或研究者

的要求也在不断提高。本文便是在已有的一些常微分方程知识

的基础上进行的论述，讨论方法和步骤，总结出一般低阶微分

方程和高阶微分方程的解法。因此，在求解一些微分方程时，

可根据方程自身的特点，仔细分析，灵活运用，通过采用适当

的变量代换法使方程转化为容易求解的类型。由于常微分方程

的内容很多，因此本文只是对常微分方程进行了简单初步的讨

论。
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案》，深入开展民族团结进步创建、“民族团结一家亲”和民

族团结联谊活动、民族团结宣传教育工作。积极开展民族团结

进步示范评选，引导开展民族团结示范“好家庭”“好邻居”

等创建微行动，结合典型促进铸牢中华民族共同体意识。

五、丰富夜校及冬季攻势班的学习内容。培训内容不但包

括国家政策，国家通用语言文字及农业技术技能，还包括中华

优秀传统文化宣传教育。着力提高村民文化水平，增强中华民

族共同体意识，营造中华民族一家亲的社会氛围，有力促进文

化润疆，完整准确贯彻新时代党的治疆方略。

结语

农村思想政治教育工作的质量直接影响到新时代农村的发

展，然而当前农村思想政治教育工作中普遍存在思想重视程度

不购高和教育工作内容方式单一等问题。新时代农村思想政治

教育工作必须改进现有的不足，为社会的发展培养社会主义新

型农民，早日实现社会主义现代化强国的目标。
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