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数学问题解决的思维策略
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[摘 要]问题解决一直是数学教育中的一个热门话题。学习数学就离不开解题，解题是数学学习的基本形式和主要内容。由

于问题解决所重视的是使用信息和事实的能力，是解题的思维过程、策略和思维方法，文章结合题目，阐述了数学问题解决中的

思维策略。
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数学思维策略是指在解决数学问题、发现数学知识的过程

中所采取的总体思路。在运用数学知识和方法进行研究、学习

过程中，当主体面对问题时，通常总是通过观察，抓住题目的

特征进行广泛的联想，检索信息和回忆已储存的信息，即凭借

已有知识和经验，作出直觉性的理解和判断，选择总体思路或

入手的方向、原则。

一、策略的选择与观察问题的角度及联想范围有关

问题情境能诱发思维主体创新意识，促使主体开展积极

的、有明确目的的思维活动，去努力寻求解决问题的途径。

例1.已知x2+y2=4，求3x+4y的最大值和最小值.

分析一：由3x+4y想到向量 =（3,4）与向量 =（x,y）的数量
积，可利用平面向量数量积的性质完成。

解法一：设向量 =（3,4），向量 =（x,y），则

=3x+4y，因为 ,从而

, 向量 与 同向即x= 时,3x+4y取最大值10; 向量 与 反向

即x= 时,3x+4y取最小值-10。

分析二：借助三角函数知识，由x2+y2=4

=1，可令x=2sinα，y=2cosα，从而把要求的二元函数的最大
（小）值问题转化为单元函数的最大（小）值问题，得到解法

二。

解法二：令x=2sinα，y=2cosα，则有
3x+4y＝6sinα+8cosα

＝

＝10 （其中 ）

而-1≤ ≤1，

故-10≤ ≤10.

即3x+4y取最大值10最小值-10。

分析三：从x2+y2=4入手，解出x或y，代入3x+4y，将二元

函数转化为一元函数，再利用导数为工具，利用导数的方法求

函数的最大（小）值。

解法三：由x2+y2=4 ，代入3x+4y可得

3x+4y＝3x ，令f（x）= 3x ，

则f'（x）＝3 ，令f'（x）＝0，解之并讨论可得：

当x= 时,3x+4y取最大值10; 当x= 时,3x+4y取最小
值-10。

分析四：若从利用判别式法讨论函数取值范围的角度出

发，可令3x+4y=t，将它与x2+y2=4联立，再用判别式法讨论t的

取值范围。

解法四：令3x+4y=t，从而有y=- ，代入x2+y2=4并
化简可得

25x2-6tx+（t2-64）=0

由Δ=（-6t）2-5×25（t2-64）≥0 t2≤100  -10≤t≤10

故3x+4y取最大值10; 3x+4y取最小值-10。

分析五：若从数形结合的角度出发，发现x2+y2=4表示一个 

 

以原点为圆心，半径r=2的圆，而3x+4y=t（即y=- ）表 
 

示一族斜率为- 的平行直线。

解法五：本题即点（x,y）在圆x2+y2=4上,求3x+4y的最大

（小）值。为此，3x+4y=t所表示的直线与圆x2+y2=4有交点  
 

d≤r（d表示圆心到直线的距离），即 ≤2,从而有 
 

|t|≤10，故3x+4y取最大值10; 3x+4y取最小值-10。

分析六：从题目的结构特征出发，借助柯西不等式解决问

题。

解法六：由柯西不等式，可得：

（3x+4y）2≤（32+42）（ x2+y2）=25×4=100 -10≤3x+4y≤10

当且仅当 时，等号成立，故3x+4y取最大值10;

3x+4y取最小值-10。

从以上分析可知，主体学习的经历，对相关知识掌握的牢

固程度，都会影响对策略的选择。也就是说，如果主体的认知

结构中已经具备了相关信息，则主体就能以这些已有的知识为

基础展开积极有效的思维活动，使主体逐步逼近问题解决的目

标。如果主体的认知结构中尚无充分的信息储备，则主体就需

要通过观察、实验、查阅资料、钻研相关问题等各种手段获取

更多的可靠信息，以形成有关的最佳知识结构，通向问题解决

之门。如上例中数学符号表征对应的概念的具体涵义，如果没

有相应的信息（知识和技能）储备，便无法形成相应的思维策

略。

二、就解决问题的过程而言，思维策略是一种宏观的指导

当主体从问题中获取相关信息后，首先是“这类问题”解

决的一般策略，然后才是“这个问题”的解决方法。

例2.在△ABC中，a,b,c分别是内角A,B,C的对边，且满足

sinA+ 3 cosA=2.求角A的大小。
分析一：三角形中求角，一般情况下先求它的某个三角函

数值，再根据角的范围救出角。已知sinA+ 3 cosA=2，再加上
sin2A+cos2A=1，解关于sinA、cosA的方程组即可。

解法一：由sinA+ 3 cosA＝2可得

   sinA＝2- 3 cosA

再把sinA＝2- 3 cosA代入sin2A+cos2A=1并整理可得

   4cos2A-4 3 cosA+3＝0

即： （2cosA- 3 ）2＝0

所以cosA＝
2
3
，又因为A是三角形的内角，所以A＝

 3

解法六：由柯西不等式，可得： 

（3x+4y）
2
≤（3

2
+4
2
）（ x

2
+y
2
）=25 4=100 -10≤3x+4y≤10 
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例 2.在△ABC 中，a,b,c 分别是内角 A,B,C 的对边，且满足 sinA+ 3 cosA=2.求角 A 的

大小。 

分析一：三角形中求角，一般情况下先求它的某个三角函数值，再根据角的范围救出角。

已知 sinA+ 3 cosA=2，再加上 sin2A+cos2A=1，解关于 sinA、cosA 的方程组即可。 

解法一：由 sinA+ 3 cosA＝2 可得 

   sinA＝2- 3 cosA 

再把 sinA＝2- 3 cosA 代入 sin2A+cos2A=1 并整理可得 

   4cos
2
A-4 3 cosA+3＝0 

即： （2cosA- 3 ）2＝0 

所以 cosA＝
2
3
，又因为 A是三角形的内角，所以 A＝

6
π
. 

分析二：对于 asinα +bcosα 型问题，一般化为 

.
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分析二：对于asinα+bcosα型问题，一般化为

 4

)sin(22 φα ++ ba （其中 tan
a
b
=φ ） 

解法二：由 sinA+ 3 cosA=2 可得 

sin（A+
3
π
）=1 

因为 A 是三角形的内角，所以
3
π
<A+

3
π
<

3
4π
，从而 A+

3
π
＝

2
π
，于是 A＝

6
π
. 

分析三：形如 ac+bd 的式子，一般可以考虑向量m＝（a,b）和向量n＝（c,d）的数量积。 

方法三：设向量m＝（cosA,sinA）和向量n＝（ 3 ,1），则 

       nm · ＝ 3 cosA+sinA＝2 

由于 1=m ， 2=n ，所以 nm · ＝ nm ，从而m和向量n方向相同，进而可得 A

＝
6
π
. 

“一般化”策略，往往使主体有一种豁然开朗之感，从而打开思路，“发现”问题解决

的方法。 

三、当思维受阻时，及时调整方向，变换不同角度再进行分析思考，这本身也是思维策

略 

例 3.解方程： 65454 22 =+-+++ xxxx  

按照“一般化”策略，这个方程带根号，通过去根号，转化为整式方程。多数人“一般”

情况下可能会直接两边平方，马上就会发现式子变得很复杂，如果不及时调整思考方向，就

只好放弃了。 

分析一：如果把其中一个根号移项，然后再两边平方，x
2
项就可以相消，然后再通过平

方去一次根号，便可以得到与原方程同解的整式方程。 

解法一：由原方程可得  54654 22 +--=++ xxxx  

两边同时平方并整理可得：3 542 +- xx ＝9-2x 

再两边同时平方并整理得：5x
2
=36 

从而 x=
5

56
±  

经检验，x=
5

56
± 是原方程的解. 

解法二：由sinA+ 3 cosA=2可得
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“一般化”策略，往往使主体有一种豁然开朗之感，从而

打开思路，“发现”问题解决的方法。

三、当思维受阻时，及时调整方向，变换不同角度再进行

分析思考，这本身也是思维策略

例3.解方程： 65454 22 =+-+++ xxxx
按照“一般化”策略，这个方程带根号，通过去根号，转

化为整式方程。多数人“一般”情况下可能会直接两边平方，

马上就会发现式子变得很复杂，如果不及时调整思考方向，就

只好放弃了。

分析一：如果把其中一个根号移项，然后再两边平方，x2

项就可以相消，然后再通过平方去一次根号，便可以得到与原

方程同解的整式方程。

解法一：由原方程可得 54654 22 +--=++ xxxx

两边同时平方并整理可得：3 542 +- xx ＝9-2x

再两边同时平方并整理得：5x2=36

从而x= 5
56

±

经检验，x= 5
56

± 是原方程的解.

分析二：直接给方程两边同时平方会使计算很复杂，如果

能够联想到 22 yx + 的几何意义，把问题转化为求几何图形与
x轴交点的横坐标。

解法二：原方程等价于 61)2(1)2( 22 =+-+++ xx ，它
表示x轴上的点（x,0）到两个定点（-2,1）和（2,1）的距离之

和等于定长6

由于到定点（-2,1）和（2,1）的距离之和等于定长6的点

的轨迹是椭圆

1
5

)1(
9

22

=
-

+
yx

所以原方程的解就是椭圆 1
5

)1(
9

22

=
-

+
yx

与x轴交点的横
坐标。

把y=0代入椭圆方程并整理得：

 5
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由于到定点（-2,1）和（2,1）的距离之和等于定长 6的点的轨迹是椭圆 
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所以原方程的解就是椭圆 1
5

)1(
9

22

=
-

+
yx

与 x轴交点的横坐标。 

把 y=0 代入椭圆方程并整理得：x
2
=

5
36
 

从而 x=
5

56
±  

经检验，x=
5

56
± 是原方程的解. 

研究表明，思维必须具有目的性，思维总是指向于解决某个问题。“思起于疑”，有了

恰当的合适的问题，人们才能专注地进行思维。思维的普遍形式是问题解决，解决问题首先

要具备思维的动机，并经历发现问题、分析问题、提出问题解决方案（即解决问题的原则、

途径和方法），选择或建立有关的数学模型，实施问题解决，对所得的结论进行检验和解释

等过程。在解决数学问题的思维过程中，特别是在没有直接明显的方法可循时，主体必须灵

活地运用数学基础知识和思维的基本方法，针对具体问题的条件和结论的特征进行探索、分

析，才能发现解题途径。 
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