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巧设空间模型载体 考查直观想象素养
梁士伟

（广州彭加木纪念中学）

[摘　要]球的外接几何体问题在高考命题中是常考题型，此类试题情境呈现和设问方式多种多样，主要考查空间想象能力，

数学建模和直观想象素养。本文结合各种外接情境，巧设空间模型载体，让外接球的求解问题化难为易，化抽象为直观，进一步

提升学生空间想象能力，培养学生直观想象的能力素养。
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球的外接几何体问题在高考命题中是常考题型，此类试题

情境呈现和设问方式多种多样，主要考查空间想象能力，数学

建模和直观想象素养。本文结合各种外接情境，巧设空间模型

载体，让外接球的求解问题化难为易，化抽象为直观，进一步

提升学生空间想象能力，培养学生直观想象的能力素养。

类型一  墙角模型（几何特征：三条棱两两垂直，不需找

球心位置，可求外接球半径）

（i）经典墙角模型：是指在三菱锥中，三条棱两两垂直

且交于一点，因常见于墙角，因此成为经典墙角模型。如图

（1-1）所示：

（ii）类墙角模型：三棱锥中，三条棱两两垂直，但并

不交于一点，即三棱锥的四个面都为直角三角形，也称“鳖

臑”。如图（1-2）

以上两种的模型都归为墙角模型，其几何特征为存在三条

棱两两垂直，此三棱所构成的四棱柱（即长方体）的外接球即

为棱锥的外接球。

解题思路：找出两两垂直的棱的边长 cba ,, ，利用

( ) 22222 cbaR ++= ，求出外接球的半径R 即可。

例1  在《九章算术》中，将四个面都为直角三角

形的三棱锥称之为鳖臑。若三棱锥 ABCP − 为鳖臑，

，三棱锥 ABCP − 的四个

顶点都在球O的球面上，则球O的表面积为

思路：如图，三棱锥 ABCP − 四个面都是直角三角形，可

以补形构造出一个长方体，因为

，所以 ，则 5=R ，

所以

类型二 垂面模型（几何特征：侧棱垂直于底面）

如图2-1 ，底面 ABC∆ 为任意形状的三角

形。

解题思路：利用正弦定理 r
C

c
B

b
A

a 2
sinsinsin

=== ，求出底

面所在圆的直径 r2 ，再根据勾股定理 ，求出外
接球的半径R .

例2（2019年全国Ⅰ卷理12）已知三棱锥 ABCP − 在球O
的球面上， ， ABC∆ 的是边长为2的正三角形，

FE, 分别是 的中点， ，则球 O 的体积为
（）

π68.A       π64.B        π62.C        π6.D

思 路 ： 如 图 ， 因 为 ， ABC∆ 的 是

边 长 为 2 的 正 三 角 形 ， 所 以 ABCP − 为 正 三 棱 锥 ， 所

以 ， 又 FE, 分 别 是 的 中 点 ， 所 以

， 所 以

， 所 以 ， 所 以 本 题

满 足 垂 面 模 型 。 易 证 明 得 底 面 PAC 为 等 腰 直 角 三

角 形 ， 因 此 所 在 外 接 圆 的 直 径 为 A C ， A C = 2 ， 则 由 

 
， 所 以

2
6

=R ， 所 以 
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类型三 对棱相等模型（可补形为长方体）

如 图 3 - 1 ， 在 三 棱 锥 BCDA− 中 ，

.求外接球的半径。

梁士伟
广州彭加木纪念中学

球的外接几何体问题在高考命题中是常考题型，此类试题情境呈现和设问方式多种多
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（i）经典墙角模型：是指在三菱锥中，三条棱两两垂直且交于一点，因常见于墙角，因此

成为经典墙角模型。如图（1-1）所示：

（ii）类墙角模型：三棱锥中，三条棱两两垂直，但并不交于一点，即三棱锥的四个面都为

直角三角形，也称“鳖臑”。如图（1-2）
以上两种的模型都归为墙角模型，其几何特征为存在三条棱两两垂直，此三棱所构成的四棱

柱（即长方体）的外接球即为棱锥的外接球。

解题思路：找出两两垂直的棱的边长 cba ,, ，利用  22222 cbaR  ,求出外接球的半径 R

即可。

例 1 在《九章算术》中，将四个面都为直角三角形的三棱锥称之为鳖臑。若三棱锥 ABCP 

为鳖臑, ABCPA 平面 , ，， 42  ACABPA 三棱锥 ABCP  的四个顶点都在球O的

球面上，则球O的表面积为

8.A 12.B
20.C 24.D

思路：如图，三棱锥 ABCP  四个面都是直角三角形，可以补形构造

出一个长方体，因为

，， 42  ACABPA 所以 32,2,2  cba ，则 5R ，所以

CS 选表面积 .20

类型二 垂面模型（几何特征：侧棱垂直于底面）

如图 2-1 ABCPA 底面 ,底面 ABC 为任意形状的三角形。

解题思路：利用正弦定理 r
C
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b
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 ，求出底面所在圆

的直径 r2 ，再根据勾股定理   222 r22  PAR ，求出外接球的半径 R .
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的直径 r2 ，再根据勾股定理   222 r22  PAR ，求出外接球的半径 R .

例 2 （ 2019 年 全 国 Ⅰ 卷 理 12 ） 已 知 三 棱 锥 ABCP  在 球 O 的 球 面 上 ，

PCPBPA  , ABC 的是边长为 2 的正三角形， FE, 分别是 ABPA, 的中点，

090CEF ,则球O的体积为（ ）

68.A 64.B 62.C

6.D

思路:如图，因为 PCPBPA  ， ABC 的是边长为 2 的正

三角形，所以 ABCP  为正三棱锥，所以 ACPB  ,又 FE, 分别

是 ABPA, 的中点，所以 PBEF∥ ,所以 .ACEF  又 CACCECEEF  , ,所以

PACEF 平面 , PACPB 平面 ，所以本题满足垂面模型。易证明得底面PAC 为等腰

直 角 三 角 形 ， 因 此 所 在 外 接 圆 的 直 径 为 AC , 2AC , 则 由

  6222 22222  ACPBR ,所以
2
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类型三 对棱相等模型（可补形为长方体）

如图 3-1 ，在三棱锥 BCDA 中， BDACBCADCDAB  ,, .

求外接球的半径。

思路：不妨将三棱锥补形为一个长方体，令三组相等的对棱为长

方体的面对角线。并设 zBDACyBCADxCDAB  ,,

且设长方体的三边长分别为 cba ,, ，根据勾股定理，列出方程组
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xba

，从而求出 cba ,, ，再根据   22222 cbaR  ，

求出外接球的半径 R.

例 3 在三棱锥 BCDA 中， 7,6,5  BDACBCADCDAB ，求三棱锥

BCDA 外接球的表面积。

思路：三棱锥满足对棱相等模型，因此将其补形为一个长方体，并设长方体三边分别为

cba ,, ，则由方程组
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思 路 ： 不 妨 将 三 棱 锥 补 形 为 一 个 长 方 体 ，

令 三 组 相 等 的 对 棱 为 长 方 体 的 面 对 角 线 。 并 设

且设长方体的三边长分别为 cba ,, ，根据勾股定理，列 
 

 

出 方 程 组 







=+

=+

=+

222

222

222

zcb
yca
xba

  ， 从 而 求 出  cba ,, ， 再 根 据  
 

( ) 22222 cbaR ++= ，求出外接球的半径R.
例 3  在 三 棱 锥 BCDA− 中 ，

，求三棱锥 BCDA− 外接

球的表面积。

思 路 ： 三 棱 锥 满 足 对 棱 相 等 模 型 ， 因 此 将 其

补 形 为 一 个 长 方 体 ， 并 设 长 方 体 三 边 分 别 为 cba ,,  
 

，则由方程组  解得   

类型四 侧棱相等模型（棱锥的各侧棱相等，即顶点在底

面的投影为底面外接圆的圆心，常见正三棱锥或正四面体题

型）

如图，顶点 P 的投影点为底面 ABC∆ 外接圆的圆心，即

.解题思路：（1）确定球心O 和底面 ABC∆ 的外

心 1O ，则 1,, OOP 三点共线。（2）利用正弦定理求出外接圆半

径 r ，在根据勾股定理求出三棱锥的高 .（3）再由勾股

定理 ，即 ( ) 222 rRhR +−= ，求出外接球的半径R .

例4（2018全国Ⅲ卷理10）设 DCBA ,,, 是同一个半径为4的

球的球面上四点， ABC∆ 为等边三角形且面积为 39 ，则三棱

锥 ABCD − 体积的最大值为

思 路 ： 如 图 ， 点 M 为 三 角 形 的 重 心 ， 点

E 为 A C 的 中 点 ， 当 时 ， 三 棱 锥

ABCD − 的 体 积 最 大 ， 此 时 . 因 为 

 
， 所 以 . 底 面 ABC∆ 外 接 圆 

 
直径 ,所以 ，在 中，

有 ， 所 以 , 故 
 

，选B。

类型五 折叠模型（平面四边形沿对角线折叠为空间四边

形，常见模型有两个等腰三角形或全等三角形拼接或者菱形的

折叠）

利用外心垂线法，即外接球的球心必为任意两个底面的外

心垂线的交点，如图5-1

（1）找出 的外心 21 HH 和 ；分别作外心

21 HH 和 的垂线，并交于点O，则O即为外接球的球心。

（2）连接 ，解 1OEH∆ ，算出 ，在

中，由勾股定理

例 5 . 1  在 平 面 四 边 形 ABCD 中 ，

,沿直线AC将 ACB∆ 翻折成

，当三棱锥 ADCB −′ 的体积取得最大值时，该三棱锥

的外接球表面积为             。

思 路 ： 易 知 ， 当 ACDCBA 平面平面 ⊥′ 时 ， 三 棱 锥

ADCB −′ 的体积取得最大值，如图，设 21,OO 分别为 ADC∆ 和

ABC∆ 的外接圆圆心，作出两个截面圆的外心的垂线，则交点

即为球心O，利用正弦定理容易求出外接圆半径 1r 和 2r ， E 为

AC的中点，因为 ，可求出外接球半径 6=R ，则外接
球的表面结

结语

空间几何体外接球问题，考查了几何体和外接球的空间

关系，每一种空间关系都可以通过搭载一种空间模型，巧妙的

将椎体与球的外接关系转化为更加直观的长方体与球的外接关

系或者转化为球的直径与底面外接圆直径以及高之间的勾股关

系。本文就是通过搭载空间模型的途径解决了外接球求解的问

题，不仅解决了球体的热点难点问题，更进一步发展学生直观

想象的能力素养，提升学生空间想象能力。
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理
2
1

2
1

2 CHOHOC 

例 5.1 在平面四边形 ABCD中， ,4,10,2  ACCDCBADAB 沿直线 AC将

ACB 翻折成 BAC  ，当三棱锥 ADCB  的体积取得最大值时，该三棱锥的外接球表面

积为 。

 554 2  RS表面积

类型四 侧棱相等模型（棱锥的各侧棱相等，即顶点在底面的投影为底面

外接圆的圆心，常见正三棱锥或正四面体题型）

如图，顶点P的投影点为底面 ABC 外接圆的圆心，即 PCPBPA  .

解题思路：（1）确定球心O和底面 ABC 的外心 1O ，则 1,, OOP 三点共

线。（2）利用正弦定理求出外接圆半径 r，在根据勾股定理求出三棱锥的

高 1POh  .(3)再由勾股定理
2
1

2
1

2 AOOOOA  ,即   222 rRhR  ,

求出外接球的半径 R .

例 4 （2018 全国Ⅲ卷理 10）设 DCBA ,,, 是同一个半径为 4 的球的球面上四点， ABC 为

等边三角形且面积为 39 ，则三棱锥 ABCD  体积的最大值为

312.A 318.B 324.C 354.D

思路：如图，点M 为三角形的重心，点 E为 AC的中点，当

ABCDM 面 时，三棱锥 ABCD  的体积最大，此时

.4 ROBOD 因为 39
4
3 2  ABS ABC ,所以 6AB .底面

ABC 外接圆直径 ,34
60sin

2 0 
ABr 所以 32 BMr ,在

OMBRt 中，有 22
2  BMOBOM ,所以

,624  OMODDM 故  318639
3
1

max ABCDV ，选 B。

类型五 折叠模型（平面四边形沿对角线折叠为空间四边形，常见模型有两个等腰三角形或

全等三角形拼接或者菱形的折叠）

利用外心垂线法，即外接球的球心必为任意两个底面的外心垂线的交

点， 如图 5-1

（1）找出 BDABCD  和 的外心 21 HH 和 ；分别作外心 21 HH 和 的

垂线，并交于点O ,则O即为外接球的球心。

（2）连接 OCOE, ,解 1OEH ,算出 1OH ,在 1OCHRt 中，由勾股定

理
2
1

2
1

2 CHOHOC 

例 5.1 在平面四边形 ABCD中， ,4,10,2  ACCDCBADAB 沿直线 AC将

ACB 翻折成 BAC  ，当三棱锥 ADCB  的体积取得最大值时，该三棱锥的外接球表面

积为 。

 554 2  RS表面积

类型四 侧棱相等模型（棱锥的各侧棱相等，即顶点在底面的投影为底面

外接圆的圆心，常见正三棱锥或正四面体题型）

如图，顶点P的投影点为底面 ABC 外接圆的圆心，即 PCPBPA  .

解题思路：（1）确定球心O和底面 ABC 的外心 1O ，则 1,, OOP 三点共

线。（2）利用正弦定理求出外接圆半径 r，在根据勾股定理求出三棱锥的

高 1POh  .(3)再由勾股定理
2
1

2
1

2 AOOOOA  ,即   222 rRhR  ,

求出外接球的半径 R .

例 4 （2018 全国Ⅲ卷理 10）设 DCBA ,,, 是同一个半径为 4 的球的球面上四点， ABC 为

等边三角形且面积为 39 ，则三棱锥 ABCD  体积的最大值为

312.A 318.B 324.C 354.D

思路：如图，点M 为三角形的重心，点 E为 AC的中点，当

ABCDM 面 时，三棱锥 ABCD  的体积最大，此时

.4 ROBOD 因为 39
4
3 2  ABS ABC ,所以 6AB .底面

ABC 外接圆直径 ,34
60sin

2 0 
ABr 所以 32 BMr ,在

OMBRt 中，有 22
2  BMOBOM ,所以

,624  OMODDM 故  318639
3
1

max ABCDV ，选 B。

类型五 折叠模型（平面四边形沿对角线折叠为空间四边形，常见模型有两个等腰三角形或

全等三角形拼接或者菱形的折叠）

利用外心垂线法，即外接球的球心必为任意两个底面的外心垂线的交

点， 如图 5-1

（1）找出 BDABCD  和 的外心 21 HH 和 ；分别作外心 21 HH 和 的

垂线，并交于点O ,则O即为外接球的球心。

（2）连接 OCOE, ,解 1OEH ,算出 1OH ,在 1OCHRt 中，由勾股定

理
2
1

2
1

2 CHOHOC 

例 5.1 在平面四边形 ABCD中， ,4,10,2  ACCDCBADAB 沿直线 AC将

ACB 翻折成 BAC  ，当三棱锥 ADCB  的体积取得最大值时，该三棱锥的外接球表面

积为 。

思路：易知，当 ACDCBA 平面平面  时，三棱锥 ADCB  的体

积取得最大值，如图，设 21,OO 分别为 ADC 和 ABC 的外接圆圆心，

作出两个截面圆的外心的垂线，则交点即为球心O ,利用正弦定理容易

求出外接圆半径 1r 和 2r ， E为 AC 的中点，因为 22 OOEO  ,可求出

外接球半径 6R ,则外接球的表面结  244 2  RS

结语 空间几何体外接球问题，考查了几何体和外接球的空间关系，每一种空间关系都可以

通过搭载一种空间模型，巧妙的将椎体与球的外接关系转化为更加直观的长方体与球的外接
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